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Presento, de manera experimental y practica, una metodologia de ensefianza en el contexto
de la prealgebra y basada en los problemas de patrones geométricos. Los docentes, al
resolver por si mismos estos tipos de problemas, descubriran como los conceptos
principales del inicio de la ensefianza del algebra van surgiendo de manera natural,
contextualizada y significativa. Ademas, al llevar esta propuesta metodologica de
enseflanza a sus aulas, podran observar que ayuda a sus alumnos a iniciar el aprendizaje
del algebra y a superar las dificultades que se les presentan para comprender los
significados del signo =, las letras o las ecuaciones. En este texto haré una introduccion al
prealgebra y el pensamiento algebraico; Después, analizaré la estructura de los problemas
de patrones geométricos y sus objetivos de aprendizaje; en tercer lugar, presentaré
ejemplos de respuestas de estudiantes, cuyo analisis mostrara la variedad de procesos de
resolucion posibles y la diversidad de estilos de respuestas, correspondientes a estudiantes
que logran avanzar a diferentes ritmos en la comprension de los conceptos algebraicos
basicos.
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Based on experimental and practical work, a teaching methodology is presented in the
context of pre-algebra and based on geometric pattern problems. By solving these types of
problems themselves, teachers will discover how the main concepts at the beginning of
algebra teaching emerge naturally, contextually, and meaningfully. Furthermore, by
bringing this teaching methodology into their classrooms, they will see how it helps their
students begin learning algebra and overcome the difficulties they encounter in

understanding the meanings of the = sign, letters, and equations. In this text, I will
introduce pre-algebra and algebraic thinking. Next, I will analyze the structure of
geometric pattern problems and their learning objectives. Third, I will present examples
of student responses, whose analysis will show the variety of possible solution processes
and the diversity of response styles corresponding to students who progress at different
rates in their understanding of basic algebraic concepts.

contextualized learning.

INTRODUCCION

Uno de los problemas a los que la educacion matematica a dedicado més esfuerzos desde hace muchos
afios, tanto en investigacion como en innovacion, es el aprendizaje inicial del algebra. El estudio del
algebra se inicia, dependiendo de los paises, en los ultimos cursos de la educacién primaria o en los
primeros de la educacion secundaria.

En ambos casos, las metodologias mas habituales propuestas en los curriculos y libros de texto y puestas
en practica en las aulas realizan un inicio de los conceptos, significados y operaciones propios del
algebra desconectado de los conocimientos aritméticos de los estudiantes. Esto supone un cambio brusco
de contexto matematicos y la creacion de un obstaculo epistemologico para los estudiantes, que son
incapaces de entender los nuevos significados a los que se enfrentan, pues sus conocimientos aritméticos
ya no son adecuados. Los estudiantes se encuentran ante un contexto que, a pesar de sus similitudes
superficiales con la aritmética, conlleva un nivel de abstracciéon muy superior al de la aritmética;
realmente, el inicio del aprendizaje del algebra supone para los estudiantes la primera toma de contacto
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con la abstraccion en matematicas. A modo de ejemplo, el actual curriculo de matemaéticas de Educacion
Baésica de Pert muestra este cambio de enfoque (Ministerio de Educacion, 2017a, 2017b): en primaria
y secundaria, el curriculo plantea la competencia “resuelve problemas de regularidad, equivalencia y
cambio”. En los grados 3° y 4° de primaria, esta competencia se operativiza proponiendo plantear
problemas de equivalencias, regularidades o relaciones de cambio entre dos magnitudes, para traducirlas
a igualdades aritméticas, mientras que en los grados 5° a 7° de primaria y 1° a 5° de secundaria, el
curriculo propone plantear problemas de regularidades entre magnitudes, traduciéndolas a expresiones
algebraicas y ecuaciones o sistemas de ecuaciones.

Para prevenir y tratar de evitar el surgimiento de dicho obstaculo epistemolégico, se pueden emplear
metodologias de ensefianza que promuevan una continuidad entre la aritmética y el algebra, de forma
que los estudiantes realicen un paso continuo y pausado de un contexto al otro, aprovechando los
conocimientos aritméticos. El objetivo central de estas metodologias es poner condiciones favorables
para que los estudiantes aprendan a transformar poco a poco el lenguaje y los significados aritméticos
en los nuevos lenguaje y significados algebraicos.

En este texto, presento de manera practica una de estas metodologias, basada en la resolucion de un tipo
particular de problemas llamados problemas de patrones geométricos (PPG). Estos problemas presentan
situaciones contextualizadas en las que, mediante una sucesiéon de cuestiones, se provoca en los
estudiantes la necesidad de realizar generalizaciones de relaciones aritméticas para convertirlas,
primero, en relaciones prealgebraicas y, después, en relaciones algebraicas expresadas simbolicamente.
De esta manera, se logra que los estudiantes comprendan y aprendan los significados algebraicos
abstractos de las letras, el nuevo significado del signo =, etc. El actual curriculo de matemaéticas de
primaria de Perti parece proponer esta metodologia cuando propone, en el desarrollo en el grado 5° de
la competencia antes mencionada (Ministerio de Educacion, 2017%, p. 245): “Resuelve problemas de ...
patrones de repeticion que combinan criterios geométricos y cuya regla de formacion se asocia a la
posicion de sus elementos. Expresa su comprension del término general de un patron ... usando lenguaje
matematico y diversas representaciones.”

MATERIAL Y METODOS

Elementos tedricos

Para hacer explicito qué entendemos por dlgebra en el contexto escolar, podemos guiarnos por NCTM
(2008, p. 2): “El algebra es un modo de pensamiento y un conjunto de conceptos y habilidades que
permite a los estudiantes generalizar, modelizar y analizar situaciones matematicas. El algebra
proporciona una forma sistematica para investigar relaciones, ayudando a describir, organizar y
comprender el mundo.”

Para ayudar al profesorado a gestionar el paso de la aritmética al algebra, surgen dos constructos
didacticos que articulan toda la actividad en las aulas: la prealgebra y el pensamiento algebraico. En las
dos ultimas décadas ha crecido el esfuerzo de los investigadores en educacion matematica por explorar
la ensefanza del algebra en educacion primaria. Asi, surge el constructo de predlgebra (o dalgebra
temprana) como el “conocimiento algebraico, el pensamiento algebraico y las (ocasionalmente
inusuales) representaciones y técnicas de estudiantes jovenes al resolver problemas que uno
generalmente esperaria que estudiantes mas avanzados resolvieran usando notaciones algebraicas
modernas” (Carraher y Schliemann, 2018, p. 108), de manera que se facilite la transicion de la aritmética
al algebra.

La cita anterior sirve de introduccion al otro constructo relacionado, el pensamiento algebraico. El
pensamiento algebraico es uno entre los diferentes tipos de pensamiento matematico especificos que los
estudiantes deben desarrollar a lo largo de la Educacion Basica: pensamientos aritmético, geométrico,
probabilistico, funcional y algebraico. Blanton y Kaput (2005, p. 413) describen el pensamiento
algebraico como el “proceso en el cual los estudiantes generalizan ideas matematicas a partir de un
conjunto de casos particulares, establecen esas generalizaciones a través del discurso de la
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argumentacion y las expresan en modos apropiados a la edad y cada vez mas formales”. Por tanto, el
pensamiento algebraico no consiste en aprender reglas de resolucion de ecuaciones, hacer calculos con
funciones, etc., sino en interpretar el significado de la informacion verbal o grafica, establecer relaciones
entre casos particulares y generalizarlas, manejar variables e incdgnitas y representar todo ello de
manera simbolica. Las principales caracteristicas del pensamiento algebraico tienen que ver con la
abstraccion: generalizacion de relaciones, manejo analitico de objetos indeterminados y uso de un
lenguaje simbolico. Estas caracteristicas marcan la principal diferencia con el pensamiento aritmético,
pues este es un modo de pensamiento concreto. Ademads, en la practica, surgen diferencias como la
diversidad de interpretaciones de las letras en algebra (Kiichemann, 1978), el significado del signo = (en
aritmética indica que hay que hacer una operacion y escribir el resultado a su derecha, mientras que en
algebra indica la igualdad de las dos expresiones escritas a sus lados) y las convenciones simbdlicas de
sus respectivos lenguajes.

Metodologia de ensefianza

La propuesta que presento en este texto se inscribe en el contexto de la predlgebra y tiene como objetivo
de aprendizaje el desarrollo del pensamiento algebraico de los estudiantes que estan a punto de hacer su
primera tomade contacto con el algebra. De manera concreta, la metodologia de ensefianza se basa en
la resolucion de PPG, mediante una secuencia cuidadosamente organizada de problemas que guien a los
estudiantes en su camino hacia el desarrollo de su capacidad de generalizacion, la abstraccion y la
representacion simbdlica de propiedades y relaciones matematicas. Un ejemplo de aplicacion de esta
metodologia, que hemos desarrollado en los cursos 4° a 6° de educacion primaria en Espafa, esta
sintetizada en Arbona y otros (2017) y descrita con detalle en Arbona (2024).

Matematicamente, un PPG presenta, como datos, los primeros términos de una progresion numérica
creciente de nimeros naturales y pide calcular el término general de la progresion. La progresion puede
variar en complejidad dependiendo de las caracteristicas de los estudiantes y del momento del proceso
de aprendizaje en el que se plantea el PPG; habitualmente son lineales (an), afines (an + b) y cuadraticas
(an’ + bn + ¢). La caracteristica diferenciadora de los PPG es que los datos son una secuencia de
representaciones graficas, sin informacién numérica. La representacion grafica supone una ayuda
inestimable para los estudiantes, pues pueden encontrar diferencias graficas entre las figuras que
muestran las relaciones aritméticas entre ellas y que les ayudan a generalizar y expresar correctamente
esas relaciones, primero verbalmente y después algebraicamente.

La Figura 1 presenta un PPG que incluye todas las cuestiones que se plantean habitualmente. Estas
cuestiones suelen recibir denominaciones especificas:

Figura 1

Enunciado y cuestiones que se plantean en los problemas de patrones geométricos

Maria esta construyendo poco a poco una pared alrededor de su jardin.

e e sy

Tamaio 1 Tamafio 2 Tamafio 3
a) ¢ Cuantos ladrillos necesitara para construir una pared de tamafio 5? ;Como lo sabes?
b) (Cuantos ladrillos necesitard para construir una pared de tamafio 11? ;Cémo lo sabes?
¢) ¢ Cuantos ladrillos necesitara para construir una pared de tamafio 50? ;Como lo sabes?

d) Explica a un amigo como puede calcular el nimero de ladrillos que tendra la pared de un tamafio
concreto.

e) (Cuantos ladrillos tendra la pared de tamafio n? ;Puedes encontrar una formula que exprese esta
cantidad?
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‘ f) Si una pared tiene 38 ladrillos, ;de qué tamafio es esa pared?

Arbona (2024)

Cuestion a): término inmediato. Se trata de un término que esta muy cerca de los datos del problema.
Esta proximidad fomenta que los estudiantes utilicen estrategias recursivas o de dibujo para calcular su
valor.

Cuestion b): término proximo. Se trata de un término que esta relativamente cerca de los datos del
problema, pero bastante mas alejado que el término inmediato. La mayor distancia hace que algunos
estudiantes renuncien a calcular su valor mediante estrategias recursivas o de dibujo y que cambien a
estrategias de tipo funcional o proporcional.

Cuestion ¢): término lejano. Se trata de un término que esta muy alejado de los datos del problema. La
distancia es suficientemente grande como para que muchos estudiantes consideren que es demasiado
largo calcular el valor del término recursivamente o dibujando y pasen a usar estrategias de tipo
funcional o proporcional.

Cuestion d): generalizacion verbal. Esta cuestion induce a los estudiantes a generalizar y expresar de
manera verbal, pero abstracta, la relacion que han aplicado en las cuestiones anteriores. Su objetivo es
iniciar el desarrollo de la capacidad de generalizacion de los estudiantes. Por tanto, es necesario que los
profesores dediquen tiempo a comentar con sus alumnos diferentes respuestas que hayan dado, para
hacerles ver qué tipos de respuesta son mas o menos adecuados.

Cuestion e): generalizacion algebraica. Esta cuestion va un paso més alla de la d), pues plantea expresar
la generalizacion usando lenguaje algebraico. Supone el inicio de los estudiantes en el pensamiento
algebraico. Como en la cuestion d), los profesores deben ser pacientes y dedicar el tiempo necesario a
trabajar con sus alumnos para que entiendan y utilicen formas adecuadas de responder esta cuestion.

Cuestion f): inversion. Las cuestiones a) a ¢) piden calcular el valor del término de una posicion concreta
pero f) pide calcular la posicion del término que tiene un valor concreto. Esto puede hacerse mediante
la inversion de los calculos aritméticos o, cuando los estudiantes hayan aprendido, resolviendo una
ecuacion. Una forma de verificar que los estudiantes han hecho una generalizacion correcta en las
cuestiones anteriores y que la entienden es plantearles una cuestion en la que tengan que realizar
razonamiento inverso; es necesario haber logrado una imagen global de como calcular el término general
de la progresion para saber invertir correctamente las operaciones.

En la practica, el profesor debe seleccionar parte de estas cuestiones, dependiendo del momento de
aprendizaje en que se encuentren sus alumnos. Arbona (2024) present6 los diferentes conjuntos de
cuestiones que plantedbamos en nuestro estudio longitudinal con estudiantes de los grados 4°, 5°y 6°.

RESULTADOS

Analisis de respuestas de estudiantes

El anélisis por los profesores de las respuestas de sus alumnos a los PPG puede hacerse solo mirando si
las respuestas son correctas o erroneas, pero esto es un uso muy pobre de un tipo de problemas ricos y
con diversos matices que permiten identificar diferentes detalles del proceso de aprendizaje de los
estudiantes. A continuacion presentaré varios puntos de vista para analizar las respuestas, con ejemplos
y comentarios especificos de cada uno: formas de analizar los datos del PPG (cuestiones a a ¢ y, en
ocasiones, alguna cuestion posterior); formas de calcular los valores de términos dados (cuestiones a, b
y ¢); formas de expresar la generalizacion, ya sea verbalmente (cuestion d y, en ocasiones, alguna
cuestion anterior) o algebraicamente (cuestion e y, en ocasiones, alguna cuestion anterior); formas de
calcular las posiciones de términos con valores dados (cuestion f). Esta metodologia de analisis se basa
en propuestas parciales de diversos autores (Stacey, 1989; Zapatera y Callejo, 2011; Fritzlar y Karpinski-
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Siebold, 2012; Garcia-Reche et al., 2015; Rivera y Becker, 2005), que nosotros hemos integrado y
completado en Arbona (2024).

En primer lugar, es necesario tener en cuenta que no es razonable evaluar de manera independiente las
respuestas a las sucesivas cuestiones de un PPG; una forma adecuada de proceder es, primero, leer la
respuesta completa, para tener una vision global de la forma de razonar del estudiante y, después, volver
a leer cada cuestion para sacar conclusiones especificas. Debe tenerse en cuenta que, con frecuencia, el
motivo de la respuesta a una de las ultimas cuestiones, y entender por qué ha respondido asi el estudiante,
se encuentra en las respuestas a cuestiones anteriores.

Formas de analizar los datos del PPG. Algunos estudiantes tienen en cuenta la estructura geométrica
de las representaciones graficas proporcionadas (andlisis geométrico de los datos) para identificar partes
de ellas que les permiten conectar la posicion de cada figura con el tamafo de esas partes. La Figura 2
muestra la respuesta de un estudiante que ha considerado la pared dividida en tres filas de ladrillos y ha
notado que la cantidad de ladrillos en la fila central coincide con la posicion (5 ladrillos en el tamaiio 5)
y las cantidades de ladrillos en las otras filas son uno mas que la posicion. Otros estudiantes cuentan la
cantidad total de ladrillos de cada figura (andlisis numérico de los datos) y notan que cada tamafio tiene
tres ladrillos mas que el tamaiio anterior, por lo que suman reiteradamente 3 ladrillos, hasta llegar al
tamafio pedido (Figura 3).

Figura 2

Andalisis geométrico de los datos del PPG (cuestion a)
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Formas de calcular los valores de términos dados. En las experimentaciones que hemos llevado a cabo
para nuestra investigacion sobre prealgebra y PPG, hemos encontrado cuatro formas de calcular los
valores de los términos inmediato, proximo y lejano. El confeo consiste en dibujar el término solicitado
y contar la cantidad de elementos que tiene el dibujo (Figura 2). El procedimiento recursivo consiste en
calcular la diferencia entre los valores de un término y del siguiente y sumarla reiteradamente al valor
de un término conocido, hasta llegar a la posicion solicitada (Figura 3).

Los dos procedimientos anteriores son Utiles para el término inmediato, pero a algunos estudiantes les
resultan largos y aburridos para calcular el término proximo y la mayoria de los estudiantes los
abandonan en el término lejano. Esto hace que los estudiantes con mas capacidad matematica abandonen
esas formas de calculo y pasen a usar procedimientos multiplicativos. Asi, aparece el procedimiento
funcional, que se basa en convertir la suma reiterada de los procedimientos anteriores en un producto.
La Figura 4 muestra la respuesta de un estudiante que, mediante un analisis geométrico, ha separado un
ladrillo de cada una de las filas superior e inferior (dos en total) y ha considerado que la pared tiene tres
filas con tantos ladrillos como el tamafio pedido mas los dos ladrillos, por lo que ha multiplicado el valor
del tamafio por 3 y sumado 2.
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Figura 4

Cdlculo funcional de la cantidad de ladrillos (cuestion b)

oMo |0 sabes’? P -
A oue & ylptlo Ix3
K. el resvifads e 23 4 8343

s -GD) ol cesvlbods es D

Algunos estudiantes aplican un razonamiento proporcional para relacionar los tamafios y las cantidades
de dos términos de la sucesion. Esta forma de calculo de cantidades es errdnea salvo que se trate de una
sucesion de tipo lineal (definida mas arriba). La Figura 5 muestra la respuesta de un estudiante que
relaciona los tamaiios 10 (cuya cantidad de ladrillos habia calculado en una respuesta anterior) y 50 (50
= 10x5) y aplica esa relacion a sus cantidades de ladrillos (32%5).

Figura §

Cdlculo proporcional de la cantidad de ladrillos (cuestion c)
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Formas de expresar la generalizacion. La cuestion d) es el elemento clave de los PPG, pues en ella se
induce a los estudiantes a formular verbalmente la estrategia de célculo que han empleado en las
cuestiones a) a c¢). El profesor debe esperar aqui respuestas que reflejen las capacidades de
generalizacion de sus alumnos, que pueden ser muy diferentes. La cuestion e) solo es adecuada para
estudiantes que ya han avanzado bastante en su aprendizaje y son capaces de usar expresiones
algebraicas. A continuacion, me centraré en los tipos de respuestas que hemos obtenido en las cuestiones
d) y e), siguiendo la propuesta de Radford (2006) de pasos en el progreso del aprendizaje de la forma
de expresar las generalizaciones. Radford propuso un tipo de respuestas que realmente no son
generalizaciones, denominado induccion ingenua; se trata de respuestas que plantean como
generalizacion la descripcion de estrategias de ensayo y error o recuento. Muestran que el estudiante
sigue pegado a los ejemplos concretos y a las formas mas basicas de calculo, que no son aplicables a
términos muy lejanos ni son generalizables.

Radford (2006) distinguio dos grandes estrategias de generalizacion, la aritmética y la algebraica, esta
con varios tipos. La generalizacion aritmética es la estrategia de generalizacion mas elemental que
podemos considerar; consiste en describir un proceso recursivo para calcular el valor de cualquier
término de la progresion (Figura 6). No obstante, esta es una forma inadecuada de generalizacion, pues
aplicarla para calcular un término muy lejano es excesivamente lento (y aburrido), lo cual la hace
inviable. Esta lentitud, que desmotiva a los estudiantes de aplicarlo, debe usarla el profesor como
incentivo para inducir a sus alumnos a buscar otra forma mejor de operar.

Figura 6

Generalizacion aritmética (cuestion d)

Tienes Gue Lomec Yos cada vez.

El primer tipo de generalizacion algebraica (el més elemental) es la algebraica factual, que se basa en
describir el procedimiento general de calculo de valores de los términos mediante un ejemplo concreto
(Figura 7).

Figura 7

Generalizacion algebraica factual (cuestion d)
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La generalizacion algebraica contextual se caracteriza por descripciones verbales de como calcular el
valor de un término cualquiera (Figura 8). A diferencia de la generalizacion algebraica factual, la
contextual no se basa en ejemplos, sino que describe un procedimiento genérico de calculo, que indica
que el estudiante ya ha empezado a desarrollar su capacidad de generalizacion matematica abstracta.

Figura 8

Generalizacion algebraica contextual (cuestion d)
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El tipo superior de generalizacion algebraica propuesto por Radford (2006) es la generalizacion
algebraica simbolica, que, como su nombre indica, consiste en expresar la generalizacion obtenida
mediante una expresion algebraica simbdlica. La Figura 9 presenta la respuesta de un estudiante que
primero explica verbalmente los calculos y después los representa mediante la formula correspondiente.

Figura 9

Generalizacion algebraica simbdlica (cuestion d)
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Ademas de las generalizaciones contextuales y simbodlicas de Radford (2006), en nuestras
experimentaciones hemos encontrado con frecuencia respuestas que se sittian entre ellas, pues incluyen
una parte de tipo contextual y otra de tipo simbolico. Definimos la generalizacion algebraica mixta
como aquella cuya expresion escrita esta formada por la combinacién de partes verbales y partes
simbolicas, como la mostrada en la Figura 10.

Figura 10

Generalizacion algebraica mixta (cuestion d)
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Formas de calcular las posiciones de términos con valores dados (inversion). Cuando los estudiantes
han aprendido a plantear y resolver ecuaciones, y responden sin dificultad a las cuestiones de inversion,
han llegado al final del proceso de aprendizaje. Los que no han aprendido pueden resolver las cuestiones
de inversion mediante calculos aritméticos. El mas adecuado es la inversion correcta de las operaciones
que han realizado en las cuestiones a) a c): los estudiantes que dan respuestas como la de la Figura 4
pueden realizar los calculos aritméticos aplicando las operaciones inversas a las anteriores en el orden
contrario (Figura 11). Este procedimiento lleva asociado un método erroneo bastante frecuente, que
consiste en invertir correctamente las operaciones, pero no realizarlas en el orden adecuado: en la
cuestion f), calculan 38 + 3 = 12 (redondeando porque saben que el resultado tiene que ser un nimero
entero) y 12 —2 =10, en vez de calcular 38 -2 =36y 36 + 3 =12.

Algunos estudiantes a los que no se les ocurre invertir las operaciones recurren a otros procedimientos
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mas rudimentarios, como el tanteo y error, que consiste en calcular la cantidad de ladrillos que hay en
diversos tamaifios; este procedimiento lleva a la solucion cuando el estudiante realiza un tanteo y error
organizado, es decir teniendo en cuenta al decidir el siguiente tanteo si la cantidad que acaba de calcular
es mayor o menor que la cantidad dada en la cuestion. Otro procedimiento rudimentario consiste en
realizar cdlculos recursivos avanzando desde una posicion cuyo tamafio conocen, hasta que alcanzan la
cantidad dada (Figura 12).

Figura 11

Inversion correcta de las operaciones (cuestion f)

e . < p{t

2 2 - d

38-2-34\3 (&
o' qT

Figura 12

Calculo recursivo del tamario buscado (cuestion f)

TamorolL-

-Pon LEZN M een 35 e end 12 1403 s W decin,33.

Ademas, hay dos estrategias erroneas de respuesta a las cuestiones de inversion muy frecuentes, basadas
en hacer operaciones incorrectas: una consiste en usar nimeros inadecuados y la otra se debe a que el
estudiante no ha entendido la cuestion y hace calculos directos, como si pidiera la cantidad de ladrillos
de un tamafio dado (Figura 13).

Figura 13
Calculo erroneo del tamario buscado por no invertir las operaciones (cuestion f)
i ’ 2 o . : 2 9
Si hay 38 ladrillos, ¢qué tamafio habran construido? ¢ Cémo lo sabes? 2
t -
24
U‘ ey, { el A6 £ 6\/17-'"’4 »JQ(&) 7 >
e

DISCUSION

En este texto he presentado las caracteristicas principales del pensamiento algebraico y la prealgebra,
constructos didacticos relacionados con la transicion de la aritmética al algebra y el aprendizaje inicial
de los conceptos algebraicos. También he presentado los problemas de patrones geométricos (PPG) y
he mostrado que son adecuados para su planteamiento en las aulas ordinarias, pues permiten a los
estudiantes superar el obstaculo del paso del lenguaje aritmético al nuevo lenguaje algebraico y son
adecuados para que los estudiantes con diferentes capacidades de generalizacion puedan avanzar a su
ritmo, mas o menos rapido, y llegar tan lejos como puedan en el aprendizaje del algebra.
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