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El objetivo de este articulo es realizar una reflexion teérica sobre dos Actividades de
Estudio e Investigacion - AEI, que se centran en la construccion de formulas para el calculo
de medidas de volumen. El primero trata de una formula para calcular la medida del
volumen de un tetraedro regular construido a partir de un cubo y el segundo de una férmula
para calcular la medida del volumen de un octaedro obtenido al truncar un tetraedro
regular. La reflexion se realizé a partir de una articulacion entre geometria y algebra a
partir de las aprehensiones de una figura, en términos de Registros de Representacion
Semidtica y de las cuatro fases del proceso de modelizacion algebraica. EI movimiento de
construcciones geométricas, realizado en GeoGebra, junto con el lenguaje natural,
permiten el desarrollo de aprehensiones de figuras, la percepcidon de relaciones entre partes
de las figuras y la consecuente representacion algebraica de las férmulas buscadas.

Information

Abstract

V COBISEMAT

Universidad Nacional de Tumbes
Keywords:

geometry, Algebra,
Algebraic modeling,
Apprehensions of
figures.

The objective of this article is to perform out a theoretical reflection on two Activities of
Study and Research - AEI, which focus on the construction of formulas for the calculation
of volume measurements. The first deals with a formula to calculate the volume measure
of a regular tetrahedron constructed from a cube and the second deals with a formula to
calculate the volume measure of an octahedron obtained by truncating a regular
tetrahedron. The reflection was made from an articulation between geometry and algebra
from the apprehensions of a figure, in terms of Records of Semiotic Representation and of
the four phases of the algebraic modeling process. The movement of geometric
constructions, carried out in GeoGebra, together with natural language, allow the
development of apprehensions of figures, the perception of relationships between parts of
the figures and the consequent algebraic representation of the formulas sought.
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O objetivo deste artigo é fazer uma reflexao tedrica a respeito de duas Atividades de Estudo
e Investigacdo — AEI, que focam na construcéo de formulas para o calculo de medidas de
volume. A primeira trata de uma férmula para calcular a medida do volume de um
tetraedro regular construido a partir de um cubo e a segunda de uma férmula para calcular
a medida do volume de um octaedro obtido por truncamento de um tetraedro regular. A
reflexdo foi realizada a partir de uma articulagdo entre gedbmetra e algebra baseada nas
apreensdes de uma figura, em termos de Registros de Representacdo Semiética e das
quatro fases do processo de modelizagdo algébrica. A movimentacdo das construgdes
geométricas, feitas no GeoGebra, juntamente com a linguagem natural, permitem o
desenvolvimento das apreensdes da figura, a percepcdo de relagbes entre partes das figuras
e a consequente representacdo algébrica para as formulas procuradas
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INTRODUCAO

A importancia do ensino de Geometria vem sendo discutida hd muito tempo, desde o casal Van Hiele
em 1957 quando apontou que o aluno ndo compreende geometria, porque é ministrado em temas
separados sem que a relacéo entre eles seja explicitada, de maneira a ndo permitir o entendimento do
aluno e sem qualquer ligacdo com o mundo em que vive. Esses estudos culminaram, em 1984, com a
teorizacdo de Pierre Van Hiele de que o aprendizado em geometria segue cinco niveis de raciocinio ou
de desenvolvimento: NO, visualizacdo ou reconhecimento; N1, analise; N2, deducdo informal; N3,
deducéo e N4, rigor. Durante a década de 1960, durante 0 Movimento da Matemética Moderna, Dienes
defendeu o uso de material manipulativo como um meio de as crianc¢as relacionarem o mundo em que
vivem, com 0 mundo abstrato da matemaética focando em jogos e publicando trés livros: Topologia,
geometria projetiva e afim; Geometria Euclidiana e Grupos e coordenadas. Parzysz na década de 1980,
alerta para a importancia do desenho na aprendizagem de geometria e em 2001 constr6i um modelo, que
articula a natureza dos objetos que estdo em jogo com 0s modos de validacdo, em quatro etapas:G0, a
geometria concreta, G1, a espago-grafica, G3, a proto-axiomatica e G4, a axiomatica. Em GO e G1
(geometria ndo axiomatica) os objetos sdo concretos e as justificativas e validagdes sdo perceptiveis, em
G2 e G3 (geometria axiomatica) os objetos séo teoricos e as valida¢fes sdo dedutivas. O autor relaciona
suas etapas com os niveis de Van Hiele, por um ponto de vista didatico, em que considera que os niveis
0 e 1 ocorrendo em GO e G1 e os niveis 3 e 4 em G2 e G3, concluindo que, o nivel 2 de Van Hiele, “de
certa forma constitui o nivel de articulacdo entre esses dois tipos de geometria em que a teoria esta em
processo de se constituir no aluno.” (p. 100). Em 1998 Houdement e Kuzniak definiram trés tipos de
geometria: G1, geometria natural; G2, geometria axiomatica natural e G3, geometria axiomatica
formalista. Na primeira a deducdo é exercida com objetos materiais com a ajuda da percepgdo e da
manipulagdo de instrumentos; na segunda se propde uma axiomatizagdo ndo formal, 0 mais precisa
possivel e na terceira, o raciocinio légico se impde. (Kuzniak, 2003). Para Pazysz (2001) a primeira
“seria a geometria da escola elementar, a segunda a do ensino secundario ¢ a terceira do ensino superior”
(p. 100). Em 2003, Kuzniak define o espago de trabalho geométrico que consiste de um conjunto de
objetos em um espaco real e local; um conjunto de instrumentos e ferramentas a servico do gedbmetra e
um referencial teérico como modelo tedrico com o objetivo de permitir a resolugdo de um problema
geométrico pelo aluno.

Vemos diferentes referenciais com a mesmo objetivo, o ensino (foco na geometria) e a aprendizagem
(foco no aluno) de geometria, muitos outros autores tém se dedicado a essa discussdo. No Brasil,
Pavanello (1993) ja apontava o prejuizo aos alunos submetidos a um ensino que prioriza o ensino de
uma algebra mecanizada, em detrimento do ensino de geometria que poderia favorecer a analise de fatos,
relagdes e deducdo. A necessidade de um esforco para modificar o ensino da geometria elementar foi
sugerido por Lorenzato (1995) ao constatar que professores que ndo haviam aprendido geometria, ndo
saberiam como ensina-la. Tal fato foi verificado por Silva, Manrique e Almouloud (2004) ao mostrar
que dificuldades em lidar com diferentes situagdes em geometria impedem um processo de mudanga de
pratica. Assim, os alunos, em situacfes de geometria, continuam apresentando baixo rendimento no
Brasil.

Quanto ao ensino de algebra ocorreu 0 mesmo, muitos autores se debrugaram para entender seu ensino
e sua aprendizagem. Para Munzon, Bosch e Gascon (2015, p. 107) ““a maioria das investiga¢des didaticas
a respeito de algebra elementar centram-se em estudar as principais dificuldades dos alunos no inicio da
aprendizagem e as possiveis atuagdes do professor (ou do ensino) para minimiza-las.” Os trabalhos de
Chevallard (1984, 1989, 1990) e Gascdn (1993, 1994, 1999) mostram que a &lgebra escolar, apoiada em
um contexto numérico ao ser trabalhada como aritmética generalizada, reduz as expressdes algébricas
ao papel de representar e manipular nimeros desconhecidos (incognitas) determinados por nimeros
conhecidos (dados) a reduzindo apenas ao calculo algébrico.

Nesse sentido, Chevallard (1989) afirma que “a funcionalidade do calculo algébrico como uma
perspectiva de renovacdo curricular deve visar, desde cedo, a utilizacdo de parametros, para conduzir a
nogao de formula (produgdo e exploracdo) e a nog¢ao de fungdo”. Para o autor, as formulas sdo modelos
funcionais construidos para estudar os objetos modelizados com base em relages funcionais entre
variaveis. Concordando com Chevallard, para Gascon (1995) a algebra ndo deve focar apenas em
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problemas aritméticos, mas ao estudo de campos de problemas que envolvam outras areas da
matematica, como € o caso da geometria e do desenho geomeétrico.

Assim, podemos concluir que um dos problemas da aprendizagem, tanto de algebra, quanto de geometria
¢ a qualidade de seu ensino. Entendemos que diversas situacBes geométricas podem propiciar a
construcdo de modelos, com a utilizacdo de pardmetros que, além de conhecimentos de geometria
conduzem a compreensdo do papel efetivo da algebra nesse processo. No entanto, temos que considerar
que “integrar a algebra como instrumento de modelizacdo na escola secundaria requer uma mudanga
cultural gque provogue mudangas significativas dos modelos epistemolégicos e didaticos dominantes nas
instituicdes escolares o que, obviamente, apresenta enormes dificuldades” (Munzén, Bosch e Gascon,
2015, p. 125). E nesse sentido que as pesquisas em Educacio Matematica podem apontar alternativas
para o ensino, Segundo Gascon (2003, p. 33) “a Didatica da Matematica, como o resto das disciplinas
tedrico-experimentais (cada qual em seu &mbito), ndo pode renunciar a ambicdo de explicar por que
existe 0 que existe e porque ndo existe 0 que ndo existe no ambito das institui¢des didaticas. Sem isto, a
didatica seria apenas um catalogo perfeitamente inatil de descrigdes a posteriori.

Dessa forma, neste artigo, faremos uma breve relacéo entre algumas teorias que tratam da aprendizagem
e do ensino de matematica, para entdo, baseados nelas, fazer uma analise tedrica de duas Atividades de
Estudo e Investigacdo, que envolvem o ensino de geometria por modelos algébricos, especificamente, o
desenvolvimento de férmulas para o calculo de medidas de volumes. Cabe lembrar que o foco do ensino
de poliedros nas escolas, como consequéncia da utilizagdo do livro didatico, foca no célculo de medidas
de comprimento, area e volume, a partir da memorizacdo de formulas, muitas vezes sem as justificativas
necessarias para que os alunos construam algum significado para elas.

MATERIAL E METODOS

Para Vergnaud (1999, p.1) o professor ndo “€ o tnico responsavel pela aprendizagem que ocorre em
sala de aula: os alunos tém sua parte no processo dindmico produtor de efeitos de aprendizagem” ¢ para
produzir esse processo dindmico deve estudar um conjunto de situagdes, um conjunto de conceitos e um
conjunto de representagcfes, ou seja, um campo conceitual, para compreender o desenvolvimento e a
aprendizagem dos alunos, pois um conceito ndo se reduz apenas a definicdo de um objeto matematico.
Esta teoria psicologica do conceito foca no processo de conceituagdo do aluno e permite analisar a
relacdo entre conceitos, enquanto conhecimentos explicitos, e os invariantes operatorios implicitos nas
condutas dos alunos quando atuam em uma situa¢do. Enfim, como professores, temos que entender o
gue estamos buscando conceituar, construir classes de situacdes que conduzam os alunos a agir e a
construir conhecimentos por conta prépria. Nesse processo é importante ouvir e interpretar o que o aluno
diz e escreve, porgue é dessa forma que o professor identifica o significado que ele esta construindo
para o conceito em quest&o.

No entanto, quando falamos de situacdes temos que estar atentos as diferencgas de seus significados de
acordo com o teorico que utilizamos. A situagdo tratada por Vergnaud, ndo tem o mesmo sentido que as
citadas por Brousseau, ou a nocgdo de tarefa de Chevallard, embora todos orientem que elas devem
permitir a acdo dos alunos. De acordo com Vergnaud (1990, p. 11) “em principio, toda situagdo pode
ser reduzida a uma combinagdo de relacBes de base com dados conhecidos e desconhecidos, que
correspondem a outras tantas questdes possiveis”.

Um ponto que recai na escolha das situacBes, a serem trabalhadas no ensino de algum contedo
matematico, é a compreenséo do professor a respeito da razéo de ser de tal ensino. Gascén (2003) aponta
que a escola basica esqueceu a razao do que busca ensinar, isto €, “por qué” e “para que” o estudo de
determinado contetido na escola. Se nos detemos apenas na reprodugdo de modelos na escola, as
discussGes matematicas ndo aparecem. Chevallard (1992), fazendo uma analogia a um ecossistema
biol6gico, apresenta a nocao de ecologia para mostrar que um objeto matematico ndo pode viver isolado,
em uma instituicdo, mas fazer parte de um conjunto de saberes em que um garante a sobrevivéncia do
outro. E neste sentido que procuramos relacionar o ensino de algebra ao ensino de geometria, além de
buscar razdes de ser para seus ensinos.

Para Vergnaud (1998, p. 3), “quando os alunos comegam a estudar algebra com mais intensidade, eles,
necessariamente, contam com a aritmética e, parte das operagdes algébricas encontra sua justificativa
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em relagdes aritméticas.” Ja para Gascon (1994), a algebra deve ser considerada como um meio de
resolver problemas, ndo isolados, campos de problemas, ndo s6 aritméticos, mas em construcoes
geométricas para as quais a solucdo algébrica represente globalmente as relagdes entre dados e
incognitas em que as letras podem representar incognitas, nimero generalizado, variavel ou parametro,
0 que conduz a um modelo algébrico. Nesse sentido, Bolea (2002) apresenta o processo de modelizacao
algébrica em quatro etapas. A primeira consiste em determinar o sistema que sera modelado, ou seja, a
situacdo intra ou extra matematica que sera estudada e que ndo possui respostas imediatas; a segunda,
na construcdo do modelo baseada na identificagcdo das varidveis que o caracterizam e de suas relacdes;
a terceira etapa compreende o trabalho com o modelo para obter um modelo final que mostre as
propriedades do sistema, sua interpretacéo e os resultados e, na quarta etapa, se amplia o conhecimento
do sistema de estudo a partir de novos problemas. Bolea, Bosch e Gascon 2000, p. 139, especificamente,
afirmam “que um trabalho matematico ¢ algebrizado se puder ser considerado um modelo algébrico de
outro trabalho matematico, o sistema a ser modelado” e para Chevallard (1989) a geometria ¢ um
excelente ponto de partida para conduzir o aluno ao papel modelizador da algebra.

A escolha das situagdes cumpre parte do que é necessario para a conceituagdo, pois para Vergnaud
(1990, p. 14) “sdo as situagdes que dao sentido aos conceitos matematicos, mas o sentido ndo esta nas
préprias situagdes” Para o autor, uma representagdo simbolica, uma palavra ou um enunciado
matematico pode ter sentido, ou varios sentidos ou sentido algum para certos individuos, porque a
atividade linguistica favorece a realizagdo da tarefa e a resolucdo do problema, tendo em vista que
favorece a representacdo dos elementos relevantes da situacdo, da acéo e das relagdes entre a acdo e a
situacdo, ou seja, auxiliam na identificagdo dos objetos matematicos decisivos para a conceituacao (p.
18). Dessa forma, além da lingua materna, tanto no estudo de algebra, quanto de geometria necessitamos
de representacBes simbdlicas, ou seja, de representacdes algébricas e de representacdes figurais. Para
Chevallard (1984) a atividade algébrica envolve atividades de simbolizagdo (letras para designar
quantidades desconhecidas, mas também parametros a fim de estudar solucBes gerais) e 0 uso
sistemético de sistema de signos na articulagéo entre varios registros semioticos.

Por outro lado, para Duval (2004) a conceituacdo depende da utilizacdo de diferentes representacdes
para um mesmo objeto matematico, além das transformagdes de tratamento e conversdo que podemos
realizar com uma representacdo. Para Duval (2006, p. 128) “o verdadeiro desafio de educagdo
matematica é primeiro desenvolver a capacidade de alterar o registro de representagdo” porque “o papel
principal dos signos ndo é representar objetos matematicos, mas permitir a capacidade de substituir
alguns signos por outros” (p. 106). Assim, “na verdade, as representagdes mentais Uteis ou pertinentes
a matematica sdo sempre representagdes semioticas interiorizadas.” (p. 126).

No caso da geometria, afirma que as principais fungdes das construgdes geométricas é visualizar, fazer
ver, resumir informacfes e ajudar a provar e a conjecturar. Para o autor a figura € uma apreenséo
cognitiva porque depende da maneira como se olha para ela e por isso identifica quatro apreensdes
cognitivas para uma representacdo figural. A perceptiva que permite a identificacdo ou a interpretacao
imediata das formas de uma figura ou o reconhecimento de forma direta do objeto. A discursiva que
permite interpretar e explicitar propriedades matematicas da figura, além das que sdo dadas por uma
legenda ou por hipéteses, em suma, permite a interpretacdo dos elementos da figura geométrica além do
gue esta articulado nos enunciados em uma rede semantica de propriedades do objeto. A apreensao
sequencial esta associada & ordem seguida durante a constru¢do de uma figura geométrica por meio de
algum instrumento ou para a descricdao de uma construcdo ja realizada. Por fim, a apreensdo operatoria
foca nas possiveis modificacdes ou transformacdes possiveis em uma dada figura e as reorganizagdes
perceptivas que permitem novos elementos para solugdo de um determinado problema. O autor distingue
trés tipos de modificacdes para a apreensdo operatéria: a modificacdo Gtica que permite aumentar,
diminuir ou deformar uma figura a partir da produgdo de uma imagem da figura inicial (homotetia); a
modificagéo posicional que desloca uma figura sem modificar medidas e forma (rotacao, translacéo, ...)
e a modificagdo mereoldgica que decompde ou compde uma figura a partir da relacdo parte-todo, em
particular, a reconfiguragéo que consiste em reorganizar uma ou mais subfiguras diferentes de uma
dada figura em outra figura e se apoia na percepg¢éo. (Duval, 2004).
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Para o autor a resolucdo de um problema, em geometria, pode solicitar a articulacdo entre dois ou mais
tipos de apreensdo nomeadas de figura geométrica; visualizagdo; heuristica e demonstracdo, e a
construgdo geomeétrica. A figura geométrica articula a apreensao discursiva com a apreensao perceptiva;
a visualizacdo as apreensdes perceptiva e operatoria, embora a apreensdo perceptiva ndo exija
conhecimento matematica ela pode comandar a apreensdo operatoria; a heuristica e a demonstracao
articulam as apreensdes operatoria (subordinada a perceptiva) e a discursiva e, por fim, a construcdo
geométrica que resulta da articulacdo entre as operacdes discursiva e sequencial que requerem a
perceptiva.

Para o estudo de geometria Duval (2011, p. 92) sugere que “é€ preciso propor tarefas em que se exclua
toda atividade de medida e de calculo, pois para aprender a ver, os alunos devem aprender a trabalhar
sem recorrer primeiro aos aspectos métricos” e, ainda, que as operagOes figurais sdo necessarias para
poder aplicar férmulas ou para aplicar uma propriedade.

Neste artigo buscamos conceituar medidas de volumes a partir do desenvolvimento de férmulas para
seus calculos buscando percorrer os niveis de modelizacéo e o trabalho com o registro algébrico e o
registro figural. As situacGes, que apresentamos foram baseadas na nogdo de Atividades de Estudo e
Investigacdo — AEI que é um modelo didatico que propde, segundo Bosch e Gascon (2010, p. 77) a
reconstrucdo funcional dos conhecimentos matematicos situando sua “razdo de ser” ou seu “sentido” no
centro do estudo. Esse modelo busca reformular os saberes para fazé-los viver no estudo de questbes
gue sdo apresentadas aos alunos e na busca de suas respostas sob a dire¢do do professor. Uma AEI tem
inicio com a busca de uma questao problematica que deve ser refinada, por alunos e professor, durante
um momento exploratério até que a resposta final seja obtida. Para Matheron e Noirfalise (2007) é
necessario que o professor dé aos alunos a responsabilidade de buscar respostas, a questdo proposta,
fazendo-os sentirem que sdo os autores da matematica que sera desenvolvida e que ela tem utilidade.
Porém, reconhecem a existéncia de restricdes a esse modelo didatico impostas tanto por professores,
quanto pelo sistema de ensino.

RESULTADOS

No gue segue apresentamos as analises das questbes das duas AEIs propostas, que podem ser adaptadas
ou modificadas pelo professor de acordo com seus objetivos de ensino.

AEI 1: formula para o célculo da medida do volume de um tetraedro regular obtido de um cubo.

A tarefa consiste em responder a questdo: é possivel construir uma férmula para calcular a medida do
volume de um tetraedro regular construido a partir de um cubo?

Essa situacdo envolve duas variaveis principais a medida da aresta do cubo e a medida da aresta do
tetraedro e sera produtora de outras questdes e respostas até a obtencdo de sua resposta. Para realiza-la
o0 aluno deve conhecer o cubo, o tetraedro regular, ter alguma familiaridade com o software GeoGebra,
mas desconhecer como se calcula a medida do volume de uma piramide. A primeira questdo que pode
surgir € como construir um tetraedro regular baseado em um cubo? Que da origem a uma subtarefa
que se cumpriria com a construcao de um tetraedro regular, baseada em um cubo construido no software.
Essa construcdo depende da percepgdo de que um tetraedro regular tem seis arestas congruentes e que 0
cubo tem seis faces congruentes, ou seja, do desenvolvimento de uma figura geométrica a partir da
apreensdo perceptiva e discursiva, para representar o tetraedro regular (figura 1) cujas arestas sdo as
diagonais das faces do cubo. A percepcéo da figura comanda a atividade linguistica, discurso, para fazer
as relagGes necessarias a partir da situa¢do e da acao do aluno. Pode ocorrer de algum aluno néo perceber
a relacdo entre as duas figuras ou ndo conseguir realizar a construcdo. Neste caso cabe ao professor
lancar questdes para estimular sua apreenséo perceptiva (relacdes entre o cubo e o tetraedro) e, talvez,
a apreensdo sequencial Ihe mostrando os passos da construgéo.
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Figura 1: construgdo de um cubo qualquer e do tetraedro regular

A partir da construcdo deve surgir a questdo: como desenvolver uma férmula para calcular a medida
do volume desse tetraedro? Para cumprir essa subtarefa é necessario, primeiro, relacionar partes do
tetraedro regular e partes do cubo, possiveis por meio da visualiza¢do que articula a apreenséo perceptiva
e a operatdria. Uma primeira reflexdo vem da percepgdo de que o tetraedro pode ser decomposto em 4
pirdmides congruentes e da trissec¢ao do prisma.

A apreensdo perceptiva conduz ao discurso de que o tetraedro pode ser decomposto em 4 pirdmides
congruentes e a apreensdo operatéria do tipo mereoldgica permite que ela seja construida, que expande
o0 discurso para constatar que essas piramides sdo congruentes a piramide JKDE (manipulacdo no
GeoGebra), sendo J, o ponto médio da aresta GE e K o ponto médio de AC (figura 2A), que ainda ndo
conduz a resposta, mas a questionar, se considerarmos o prisma triangular de base JHE, qual a
relacdo dele com o cubo? E com o tetraedro?

(A) (B)

Figura 2: Estudo das relagbes entre o tetraedro regular e o cubo

Essas questbes levam a buscar relagcdes entre as partes do tetraedro regular e partes do cubo, possiveis
por meio da visualizagdo que articula a apreensdo perceptiva para provocar o discurso de que o prisma
é composto por trés piramides de mesmo volume que JKDE e de uma justificativa para tal afirmacéo. A
manipulacdo da representacdo feita no GeoGebra (figura 2B), permite ver que o prisma de base JHE
representa um quarto do volume do cubo e a pirdmide JKDE esta contida, tanto no tetraedro, quanto no
prisma. Na realizacdo destas constru¢es o aluno mobiliza a apreensdo perceptiva e a discursiva, para
fazer as relacOes, além da apreensdo operatdria, do tipo mereoldgica, para decompor o tetraedro e
compor o prisma, ou seja, articular visualizagdo com figura geométrica.

Entdo, qual seria a relagdo entre essa pirdmide e o prisma? Espera-se uma apreensdo discursiva, que
permita afirmar que o prisma pode ser decomposto em trés pirdmides: JKDE, HIDE e EKDA e a
justificativa de que as piramides JEDH e EKDA tém mesmo volume, porque possuem as bases HJE e
AKD congruentes e a mesma altura do prisma, portanto, ttm mesmo volume. E, que as piramides HIDE
e JKDE, também s&o congruentes, pois tém bases congruentes HID e JKD (JD é diagonal da face JKDH
do prisma) e ttm mesma altura JE. Assim, podemos concluir que se JEDH = EKDA e HIDE = JKDE
entdo JKDE = EKDA.

Na busca de resposta & questdo proposta, outra questdo se apresenta qual a relagdo entre o volume da
pirdmide JKDE e o tetraedro regular? Esta questdo deve permitir o desenvolvimento de um discurso
que afirme que essa pirdmide representa um quarto do tetraedro e ainda um terco de um quarto do cubo,
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gue conduz a representacdo algébrica: ZVT =3 Ve = 5 V¢, considerando que V- representa a medida
do volume do tetraedro e V¢ a medida do volume do cubo e, por um tratamento (mudanca de variavel),

. 1 1 .
concluir que Vy = 4 X EVC = §a3 sendo que a representa a medida da aresta do cubo. Neste ponto,

com as conversdes de uma representacao figural, para um discurso na lingua natural e desta para uma
representacdo algébrica, que a &lgebra comecga a mostrar seu papel na construcdo do modelo para a
situacdo apresentada, pois as expressdes algébricas sdo identificadas como formulas ou modelos que,
neste caso, dependem de construgdes algébricas e geométricas. Se, na escola, ficamos apenas na
reproducdo de modelos as discussdes matematicas ndo aparecem.

Uma outra solugdo, por truncatura do cubo, depende da percepcdo de que se pode obter o tetraedro
regular construido, retirando 8 pirdmides com vértices em A, H, F e C congruentes a piramide AKDE

que tem 1/12 do volume do cubo que, simbolicamente. pode ser representada por Vyxpr = %VC. Por

meio da apreensdo discursiva pode-se concluir e representar que Vi =V — 8V, kpr €, portanto, Vy =
1 _ 2 1 3

VC_SXEVC _VC_EVC —ga .

Nesta solugcdo ocorrem as mesmas conversdes e tratamentos da solucdo anterior, mas até aqui
desenvolvemos uma formula para calcular a medida do volume de um tetraedro regular em funcéo da
medida da aresta do cubo que lhe deu origem. Logo, temos que generalizar essa formula para um
tetraedro regular qualquer que gera o seguinte guestionamento: podemos construir uma férmula para
esse calculo a partir da medida da aresta do tetraedro regular?

As apreensdes das figuras permitem observar e afirmar que, como todas as arestas do tetraedro regular
sdo diagonais das faces do cubo, elas sdo congruentes e, portanto, se forem representadas por X, podemos

dizer que x = a/2. Para obter a resposta, ao questionamento proposto, ha que se proceder a uma

3 3
./ I 2 ) . 1 1 2 2
mudanca de variavel, substituindo a = % na formula anterior para obter V; = §a3 =3 (X\TF) = xl;F

que permite calcular a medida do volume de um tetraedro regular a partir da medida de sua aresta.

Assim, construimos uma férmula para calcular a medida do volume de um tetraedro regular, em funcao
da medida de sua aresta que, em termos algébricos, solicitou a mobiliza¢do de um raciocinio funcional
e a substituicdo de variaveis, pontos fundamentais no processo de construcdo de um modelo (férmula),
que vai além do célculo algébrico, e da conceituacdo de volumes de sélidos, no entendimento de que as
formulas resultam de construgdes geométricas e algébricas.

Neste ponto do trabalho, o professor pode institucionalizar a trissec¢do do prisma em piramides de
mesmo volume e apresentar o principio de Cavalieri ou associa-lo & situagdo, sem dispensar as
demonstracBes necessarias, bem como apresentar outras situacdes como dar um tetraedro regular
qualquer e perguntar qual a medida da aresta do cubo que o gerou.

Para dar continuidade ao estudo, pode langar uma nova questdo: se considerarmos agora, um tetraedro
qualquer é possivel obter uma férmula em funcéo de sua altura? Aqui, observando as figuras e
conclusdes anteriores os alunos podem enunciar e mostrar que a medida do volume de um tetraedro
qualquer (figura 3) é igual a um tergo do produto da medida da area da base pela medida de sua altura.
Baseando-se nas situagdes anteriores, podemos compor um prisma a partir de uma piramide qualquer e
a trissecgdo do prisma e o principio de Cavalieri permitem dar a & questao.
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Figura 3: pir@dmide qualquer e prisma

E para pirdmides de outros tipos, que ndo sao triangulares? Considerando novas construcdes e as
conclus@es anteriores os alunos podem verificar que, uma piramide de base qualquer, pode ser
decomposta em piramides triangulares e provar que a medida de seu volume pode ser obtida pelo
produto da medida da area da base pela medida de sua altura, como comumente € feito no ensino.

Na realizacéo das tarefas apresentadas até 0 momento o aluno mobilizou conhecimentos anteriores para
construir novos conhecimentos que, por sua vez, devem ser mobilizados em outros tipos de situacdes,
como é requerido na ultima fase do processo de modelizacéo algébrica. Podemos entdo realizar a AEI2,
com a questdo: dado um tetraedro regular qual a medida do volume do sélido que se obtém quando
se faz sua truncatura a partir dos pontos méedios de suas arestas?

Essa situacdo deve conduzir os alunos a realizarem a construcéo da figura 4, por meio da apreenséo
operatoria do tipo mereolégica, e perceber que, a principio, 0 hovo sélido ¢é obtido pela retirada de 4

tetraedros congruentes ao tetraedro EFGD que tem arestas medindo g sendo x a medida do tetraedro

regular inicial, ou seja, Vs = Vi — 4V, em que Vs representa a medida do volume do novo solido, Vi
representa a medida do volume do tetraedro inicial e V, a medida do volume dos tetraedros retirados,
3 3 3
x\/f_4x(x) V2 _ xV2

12 2) 12 24

isto é, Vs = , 0U seja tem a metade da medida do tetraedro regular inicial.

Figura 4: truncatura do tetraedro regular

Os resultados das situacdes anteriores e as apreensdes perceptiva e operatoria conduzem a construgdo
da figura e a afirmacdo de que o novo solido tem a metade do volume do tetraedro inicial e a novas
questdes: que sélido resultou dessa truncatura? Qual a formula para calcular a medida de seu
volume em funcdo de sua aresta?

A manipulagdo da representacdo no GeoGebra permite verificar que o sélido resultante é um octaedro
regular e, ainda que, representando a medida de sua aresta por y, sabemos que x = 2y e, portanto, V, =

g (2y)3 = g y3. O professor pode pedir a validacdo desse resultado questionando: podemos verificar
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esse resultado, considerando que um octaedro é formado por duas pirdmides de base
quadrangular?

Figura 4: Octaedro regular obtido pela truncatura do tetraedro regular

Neste caso, a base quadrangular tem lado medindo y, porque sdo arestas do octaedro e, observando o
tridngulo retangulo GLE (figura 5), temos que EL representa metade da diagonal do quadrado e tem

mesma medida que GL, logo a altura da pirdmide mede GL = y‘/;. Assim, a medida do volume do

V2 _ N2
2 3

octaedro é dada por V, = 2 x §y2 Xy

Essas situagbes podem gerar outras questdes para familiarizar os estudantes com 0s novos
conhecimentos como, por exemplo, associar as medidas de areas das superficies desses solidos em
situacOes de construcdo de embalagens de capacidades determinadas.

Pudemos ver por essas AEIs uma relacdo estreita entre geometria e 4lgebra que mostram a importancia
de se ampliar o ensino de geometria para além da memorizagdo de férmulas e o ensino de algebra, para
além do calculo algébrico, com a utilizacdo de parametros para a producdo e exploracdo de formulas e
a mudanca de variaveis para o desenvolvimento do pensamento funcional.

Em termos geométricos vimos a importancia das apreensbes da figura para a construcdo de
conhecimentos em momentos de exploragdo e ainda a possibilidade de trabalhar com a algebra focando
em problemas de outras areas, como afirma Gascon (1995). Em termos do processo de modelizagdo
cumprimos suas etapas quando escolhemos uma situacao intra-matematica que questiona, a principio, a
construgdo de uma férmula para o calculo da medida do volume de um tetraedro regular construido a
partir de um cubo, em que as variaveis sao a medida da aresta do cubo e a medida da aresta do tetraedro
regular. Na sequéncia, as relagdes entre essas variaveis permitiram construir um modelo algébrico para
calcular a medida do volume do tetraedro em fungdo da medida da aresta do cubo e da medida de sua
aresta. A interpretacdo desses resultados conduziu a enunciar outros problemas como a truncatura do
tetraedro regular.

Esperamos que as situagdes aqui trabalhadas inspirem professores a buscarem outros caminhos para o
ensino e, neste sentido, outros exemplos, do tipo aqui tratado, podem ser encontrados em Silva e
Almouloud (2013) quando buscam a medida do volume de um octaedro regular obtido por truncatura
em um cubo e por relacGes entre suas partes, em que concluem que o octaedro tem um sexto da medida
do volume do cubo e, generalizam, esse resultado para obter a medida do volume do octaedro em fungéo
da medida de sua aresta. Na sequéncia, os autores introduzem a construcdo de uma férmula para o
calculo da medida do volume de um cuboctaedro obtido a partir do octaedro.

Nesse mesmo sentido, Silva, Gaita e Salazar (2017) analisam uma praxeologia matematica para a
construcdo dessa férmula, mas baseadas em um cuboctaedro obtido por truncaturas de um cubo, com
foco nos niveis de algebrizacdo e modelizacdo, em uma formagdo continuada de professores. Esta
situacdo foi verificada experimentalmente, com alunos do quarto ano do secundério (14 anos), por

111



Ferreira da Silva, M. J.

Gellimmer Gutierrez Castillo, em sua investigacdo de mestrado ainda ndao defendida na Universidad
Nacional de Piura, em que mostra que os alunos chegaram a férmula e que o GeoGebra foi fundamental
para esse resultado. Almeida e Silva (2016) apresentam o estudo do octaedro truncado construido com
o software Cabri 3D e Silva (2020) tratando de relacfes entre geometria e algebra discute a resolugédo
geométrica de equagbes quadraticas. Com relacdo a construcdo de modelos planos de piramides temos
Silva e Almouloud (2018, 2020).

Embora, alguns possam questionar o tempo para 0 desenvolvimento desse trabalho, a construcdo de
conhecimentos e 0s ganhos cognitivos dos alunos conduzem a serem mais produtivos e autbnomos em
situaces futuras.

DISCUSSAO

As Atividades de Estudo e Investigacdo aqui apresentadas mostram que podemos relacionar geometria
e algebra, tanto para o desenvolvimento do pensamento geométrico quanto do algébrico. Mostra ainda
que é possivel trabalhar efetivamente a algebra, para além do calculo algébrico, a partir de problemas
de outras areas, matematicas ou ndo, pois as questdes poderiam estar relacionadas a algum problema da
realidade. Outra questdo importante que pode ser verificada nas situagdes € a construgdo de relagGes
geométricas sem interferéncia da métrica, ou seja, do tratamento numérico, que é comum no ensino
quando enfatiza a mudanca de unidades de medida, sem se preocupar com as caracteristicas da grandeza
propriamente dita. No caso, dos sélidos, por exemplo, as grandezas capacidade e volume se confundem
sem que o aluno perceba suas diferencas e a dependéncia da medida (nimero) da escolha da unidade,
gue o levaria a perceber, em particular, que podemos ter dois sélidos de mesmo volume representados
por medidas diferentes.

O papel da linguagem natural para a construgdo de um discurso que descreva as relacdes construidas a
partir das apreensdes das figuras tém importancia, tanto na aprendizagem geométrica quanto algébrica,
porque permitem o desenvolvimento da acdo e autonomia dos alunos que, por sua vez, permitem a
vivéncia de parte da conceituacdo de volumes e capacidade, e das etapas do processo de modeliza¢ao
algébrica. Esse processo nos mostra a dlgebra em seu papel de modelar uma situag&o, neste caso, com a
construgdo de uma formula, que pode ser ampliado para outros solidos ou outras situag@es. O importante
é que as situacdes conduzam os alunos a acdo na busca de respostas, que nao podem ser imediatas, por
mobilizacdo de conhecimentos ja adquiridos na procura de um modelo algébrico (férmula), ao contrario
do que, em geral, acontece no ensino, quando apenas realizam calculos numéricos ou algébricos na
busca de uma medida especifica.

Fica evidente ainda, nos momentos de exploracdo da situacdo, o papel das apreensdes das figuras na
construgdo dos conhecimentos de cada aluno, porque elas sdo construidas ou mobilizadas
individualmente, pois os alunos nio veem a mesma figura da mesma forma. E aqui que entra o papel de
mediador do professor para a construcéo de conhecimento.

A importéncia do dinamismo das representacBes construidas no GeoGebra é incontestavel,
principalmente, no estudo de sélidos geométricos, porque permite olhar para a figura de diferentes
pontos de vista e medidas.

Enfim, temos que nos questionar a respeito do que se ensina e ndo focar apenas nas dificuldades dos
alunos, ou seja, por que eles tém dificuldades? Como estamos ensinando? Ou seja, voltar a Gascon
(2003) por que existe 0 que existe e porque ndo existe o que ndo existe?.
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