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 Para mejorar la comprensión de las cónicas, consideramos la circunferencia, elipse, hipérbola 

en la geometría euclidiana y la geometría del taxista. Se define cada cónica como un lugar 

geométrico, como un conjunto de pares ordenados de números reales que satisfacen una 

ecuación y como figuras que las representan en el plano tanto en la métrica euclidiana como 

en la métrica del taxista. 
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 To enhance the understanding of conics, we consider the circumference, ellipse, hyperbola 

in Euclidean geometry and cab geometry. Each conic is defined as a geometric locus, as a 

set of ordered pairs of real numbers satisfying an equation and as figures representing them 

in the plane in both Euclidean metric and taxicab driver metrics. 

 

INTRODUCCIÓN 

Geometrías Métricas en el plano  

Consideremos   un conjunto de puntos  𝑋   en el plano con la estructura de espacio vectorial. 

Definición 1. Una distancia o métrica 𝑑  en  𝑋  es una aplicación 

𝑑: 𝑋 × 𝑋 →  ℝ 

con las propiedades siguientes:  para todo punto  𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝑋 

1) 𝑑(𝑃, 𝑄) ≥ 0,   𝑑(𝑃, 𝑄) = 0 si y sólo si 𝑃 = 𝑄 

2) 𝑑(𝑃, 𝑄) = 𝑑(𝑄, 𝑃) 

3) 𝑑(𝑃, 𝑅) ≤ 𝑑(𝑃, 𝑄) + 𝑑(𝑄, 𝑅). 

Un par (𝑋,   𝑑)  se llama espacio métrico. 

Consideremos 𝑋 =   ℝ2 = {𝑃 = (𝑥, 𝑦):  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} con la estructura de espacio vectorial. 

 La función  𝑑𝐸 definida por 
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𝑑𝐸 ((𝑥1 ,    𝑦1), (𝑥2,   𝑦2)) =  √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 

cumple las condiciones de la definición 1, así que es una distancia. Es llamada distancia euclidiana. Es 

motivada por la longitud de un vector en el plano obtenida usando el Teorema de Pitágoras.  El par 

(ℝ2, 𝑑𝐸) se denomina  geometría métrica euclidiana. 

La función 𝑑𝑇 dada por  

𝑑𝑇 ((𝑥1 ,    𝑦1), (𝑥2,   𝑦2)) = |𝑥2 − 𝑥1|+| 𝑦2 −  𝑦1| 

También cumple las condiciones de la definición 1.  Es llamada distancia del taxista o de Manhattan.  

Es una distancia usada en espacios métricos.  

Para todo par de puntos  (𝑥1 ,    𝑦1), (𝑥2,   𝑦2) del plano ℝ2 se cumple la desigualdad 

𝑑𝐸 ((𝑥1 ,    𝑦1), (𝑥2,   𝑦2)) ≤   𝑑𝑇 ((𝑥1 ,    𝑦1), (𝑥2,   𝑦2)) 

muy útil en topología. 

 

Cónicas en las Geometrías Euclidiana y del Taxista 

Definición 2. Una circunferencia  𝒞  es el lugar geométrico de los puntos de un plano equidistantes de 

un punto fijo llamado centro. 

 

Circunferencia  con centro el punto 𝐶 = (𝑎, 𝑏)  y radio 𝑟 

𝐶 = { 𝑃 ∶ 𝑑(𝑃, 𝐶) = 𝑟}. 

En la geometría euclidiana, 

𝒞𝐸 = {𝑃(𝑥, 𝑦): √(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟  }. 

En la geometría del taxista 

𝒞𝑇 = {𝑃(𝑥, 𝑦):  |𝑥 − 𝑎| + |𝑦 − 𝑏| = 𝑟}. 

Trazamos la gráfica de 𝒞𝑇. 

 

Figura 1. Circunferencia 𝒞𝑇 . 

La longitud de la circunferencia  𝒞𝑇 es 4√2  r  y el área de la región  limitada por 𝒞𝑇  es  2𝑟2. 
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Mostramos las gráficas de una circunferencia de centro 𝐶(1,1) y radio 3 en 𝐺𝑇 y 𝐺𝐸 ,    cuyas  ecuaciones 

son 

𝒞𝑇 ∶   |𝑥 − 1| + |𝑦 − 1| = 3 

 

     𝒞𝐸:  √(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2  = 3. 

 

 

Figura 2. Circunferencias 𝒞𝑇 y 𝒞𝐸 . 

Definición 3.  Dados una recta 𝐿 y un punto 𝐹 ∉ 𝐿,  la parábola 𝒫 con foco 𝐹  y directriz 𝐿  es el lugar 

geométrico de los puntos P del  plano cuyas  distancias a  𝐹  y 𝐿 son iguales. Es decir,  

𝒫 = {𝑃:  𝑑(𝑃, 𝐹) = 𝑑(𝑃, 𝐿)}. 

las ecuaciones de las parábolas con foco  𝐹 = (𝑎, 𝑏)   y directriz  𝐿: 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑐 = 0 en la métrica del  

taxista y euclidiana son,  respectivamente, 

𝒫𝑇 ∶ |𝑥 − 𝑎| + |𝑦 − 𝑏| =  
|𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑐|

max {|𝑚|, |𝑛|}
 

 

𝒫𝐸:  √(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 =  
|𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑐|

√𝑚2 +  𝑛2
. 

Mostramos las gráficas de las parábolas con 𝐹 = (−4, −1)   y directriz  𝐿: 2𝑥 + 𝑦 = 0,  con ecuaciones 

𝒫𝑇 ∶ |𝑥 + 4| + |𝑦 + 1| =  
|2𝑥 + 𝑦|

2
 

 

𝒫𝐸:  √(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 1)2 =  
|2𝑥 + 𝑦|

√5
. 
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        Figura 3,  Parábola 𝒫𝐸 

 

 

           Figura 4,  Parábola 𝒫𝑇 

Definición 4. Una elipse ℰ  es el lugar geométrico de los puntos  de un plano tales que la  suma de sus 

distancias a dos puntos fijos llamados focos es igual  a  una constante mayor que la distancia entre los 

focos.  

Dados los focos  𝐹1 = (𝑎1, 𝑏1) , 𝐹2 = (𝑎2, 𝑏2)   y  constante 2𝑎, 𝑎 > 0,  

ℰ = {𝑃:  𝑑(𝑃, 𝐹1) +  𝑑(𝑃, 𝐹2)  = 2𝑎 }. 

 

Una elipse en la geometría del taxista es el conjunto de puntos 

ℰ𝑇 = {𝑃(𝑥, 𝑦):  |𝑥 − 𝑎1| + |𝑦 − 𝑏1| + |𝑥 − 𝑎2| + |𝑦 − 𝑏2| = 2𝑎}. 

Y en la geometría euclidiana 
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ℰ𝐸 = {𝑃(𝑥, 𝑦): √(𝑥 − 𝑎1)2 + (𝑦 − 𝑏1)2   +  √(𝑥 − 𝑎2)2 + (𝑦 − 𝑏2)2  = 2𝑎} 

donde 2𝑎 es la distancia  entre los vértices. 

 

La figura siguiente muestra una elipse con centro el origen, focos 𝐹1 = (−𝑎1, 01), 𝐹2 = (𝑎2, 0)    y 

constante  6. 

 

Figura 5. Gráfica de ℰ𝑇 con centro (0,0) y focos en el eje X. 

Las ecuaciones de la elipse con  focos los puntos fijos 𝐹1 = (2, 6) , 𝐹2 = (4, 1)   y 2𝑎 = 9  en la 

geometría del taxista y euclidiana son 

 

ℰ𝑇 ∶ |𝑥 − 2| + |𝑦 − 6| + |𝑥 − 4| + |𝑦 − 1|=9 

 

ℰ𝐸:   √(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 6)2 + √(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 1)2 = 9, 

respectivamente.  Sus gráficas se muestran en las Figuras 6 y 7. 

 

 

Figura 6. Gráfica de  ℰ𝑇 . 
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Figura7. Gráfica de  ℰ𝐸. 

 

Notamos que el área de ℰ𝑇 es  26 𝑢2.  En ℰ𝐸  ,    𝑎 =
9

2
 , 𝑐 = √

29

4
 y en consecuencia 𝑏 = √13.  El área de 

ℰ𝐸 es  
9√13

2
   𝑢2. 

Definición 5. Una  hipérbola ℋ es el lugar geométrico de los puntos de un plano tales que el valor 

absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es una constante positiva 

Si los focos son    𝐹1 = (𝑎1, 𝑏1), , 𝐹2 = (𝑎2, 𝑏2)   y la constante positiva es 2𝑎, entonces  

 

ℋ = {𝑃:  |𝑑(𝑃, 𝐹1) −  𝑑(𝑃, 𝐹2)| = 2𝑎}. 

  Una hipérbola ℋ𝑇 en la geometría del taxista es el conjunto de puntos 

 

ℋ𝑇 = {𝑃(𝑥, 𝑦): |(|𝑥 − 𝑎1| + |𝑦 − 𝑏1|) − (|𝑥 − 𝑎2| + |𝑦 − 𝑏2|))| = 2𝑎}. 

Y en la geometría euclidiana,  

ℋ𝐸 = {𝑃(𝑥, 𝑦): |√(𝑥 − 𝑎1)2 + (𝑦 − 𝑏1)2 − √(𝑥 − 𝑎2)2 + (𝑦 − 𝑏2)2 |} = 2𝑎 . 

La distancia entre los vértices de  ℋ𝐸  es  2𝑎. 

Por ejemplo, la ecuación de una hipérbola cuyos focos son los puntos  𝐹1 = (−2, 0),   𝐹2 = (2, 1)   y  

constante  3 es   

ℋ𝑇: | |𝑥 + 2| + |𝑦| − |𝑥 − 2| − |𝑦 − 1|| = 3. 
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                                                       Figura 8. Gráfica de ℋ𝑇 

Las ecuaciones de una hipérbola con focos  𝐹1 = (−2, 3), 𝐹2 = (1, 1)  y constante 3 en  la geometría 

del taxista y euclidiana, respectivamente, son: 

 

ℋ𝑇:  | |𝑥 + 2| + |𝑦 − 3| − |𝑥 − 1| − |𝑦 − 1|| = 3 

 

ℋ𝐸 :  |√(𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 3)2   − √ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2  | = 3. 

Mostramos las gráficas correspondientes en las Figuras 9 y 10.. 

 

Figura 9. ℋ𝑇  con focos (−2, 3), (1, 1).        
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     Figura 10. ℋ𝐸   con focos (−2, 3), (1, 1) 

En la geometría euclidiana, la ecuación de la hipérbola es   12 𝑥𝑦 + 5𝑦2-24x- 14y+17=0  y las de 

sus asíntotas son  𝑦 = 2   y  1.66 x + 0.69 y=0.55. 
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