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El algoritmo de la division, como herramienta de trabajo y recurso didactico hacia el logro
de aprendizajes significativos y relevantes en los estudiantes y en el proceso del desarrollo
de conocimientos, tiene aplicaciones en la estructuracion y ensefianza de la aritmética
elemental: La representacion polinomial de los nimeros naturales, el célculo del méximo
comun divisor de nimeros enteros, la representacion decimal de nimeros fraccionarios, etc.
Por ello, el docente de matematicas para los niveles iniciales de la educacion béasica debe
conocer, con amplitud y profundidad, el proceso de su estructuracion y de su utilidad o
aplicaciones, iniciado en el desarrollo de la divisién como caso particular de la sustraccion y
con aplicaciones de actividades heuristicas, orientadas al proceso del redescubrimiento con
aplicaciones de conceptos y propiedades previas. Teniendo el conjunto N, en el contexto de
la teoria de conjuntos y con representacion de sus elementos por numerales, siguen las
operaciones basicas y el planteamiento y solucion de ecuaciones en N con aplicaciones de
propiedades, llegando a la division con residuo como formalizacion de procesos de repartir
objetos en cantidades iguales, que conduce a la formulacién del Algoritmo de la Division y
se completa con aplicaciones a los calculos del mayor divisor comin y menor multiplo
comin de dos niimeros y a la expresiéon decimal de una fracciéon de nimeros en N,
presentando propiedades claves con ilustraciones de casos particulares.

Information

Abstract

Keywords:

Highest common
divisor, division
algorithm, natural
numbers

The algorithm of division, as a work tool and didactic resource towards the achievement of
significant and relevant learning in students and in the process of knowledge development,
has applications in the structuring and teaching of elementary arithmetic: The polynomial
representation of the Natural numbers, the calculation of the greatest common divisor of
whole numbers, the decimal representation of fractional numbers, etc. Therefore, the
mathematics teacher for the initial levels of basic education must know, with breadth and
depth, the process of its structuring and its usefulness or applications, initiated in the
development of the division as a particular case of subtraction and with applications of
heuristic activities, oriented to the process of rediscovery with applications of previous
concepts and properties. Taking the set N, in the context of the set theory and with
representation of its elements by numerals, follow the basic operations and the approach and
solution of equations in N with applications of properties, reaching the division with
remainder as formalization of processes of distributing objects in equal quantities, which
leads to the formulation of the Division Algorithm and is completed with applications to the
calculations of the greatest common divisor and least common multiple of two numbers and
the decimal expression of a fraction of numbers in N, presenting properties keys with
illustrations of particular cases.

INTRODUCCION

El proceso heuristico:
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El algoritmo de la divisién, como herramienta de trabajo y como recurso didactico, tiene aplicaciones
diversas en la ensefianza de la aritmética elemental. De este algoritmo resultan la representacion
polinomial de los nimeros naturales en distintas bases, la divisién como caso particular de la sustraccion,
los criterios de divisibilidad, el calculo del maximo divisor comin de nimeros enteros, la representacién
decimal de nimeros fraccionarios, etc.

Lo anterior motiva que el docente de matematicas tenga suficiente formacion en temas que incluya el
estudio del algoritmo de la division y sus diversas aplicaciones, para disponer de un recurso didactico
infalible: Conocer bien lo que tiene que ensefiar para el logro de aprendizajes significativos (y
relevantes) en sus estudiantes.

En la ensefianza y aprendizaje de la matematica, deben realizarse actividades mentales y précticas:
Resolver problemas, analizar y demostrar teoremas, realizar construcciones geomeétricas, etc. en forma
planificada y adecuada respecto al esfuerzo y al tiempo disponible, usando medios auxiliares o siguiendo
el proceso heuristico del pensamiento 16gico-matematico.

La heuristica o euristica, con la realizacion de ciertas actividades orientadas al proceso de
redecubrimiento, al estudiante le facilita hallar, descubrir, inventar y aplicar concep-tos y propiedades,
con suficientes informaciones previas, para resolver problemas por analogia o semejanza, por reduccion,
por generalizacion, por modelacién, por induc-cion, etc. considerando los procesos 0 método
progresivo—regresivo.

2. Los nameros naturales y su representacion por numerales:

El desarrollo de la matematica en los primeros grados estd centrado en el estudio de los nimeros
naturales (aritmética) y en el uso de figuras (geometria), adquiriendo destrezas en los calculos
numéricos, comparando y operando con nimeros en formas escrita u oral, realizando mediciones con
aproximaciones, indagando formas de solucién y verifi-cando resultados. Su punto de partida es el
conjunto de los nimeros naturales N, gque se inicia antes de la escuela, continuando con los conjuntos
de los nimeros racionales no negativos Q¢ y los nimeros enteros Z, para completar con los conjuntos
de los nimeros reales y complejos, segun el desarrollo histérico.

El concepto de nimero resulta de la cantidad de elementos o cardinal de conjuntos finitos, por la relacién
de equipotencia, partiendo de conjuntos unitarios y del conjunto vacio, que definen 1 y O,
respectivamente, y se define el sucesor s de un nimero n es el cardinal de un conjunto que resulta de
adicionar un elemento al conjunto que define n y se denota s(n), es una funcién inyectiva, donde s(0) =
1,s5(1) =2, s(2) =3, etc.

Luego, definidas las operaciones de adicion y multiplicaciény el oden en N con sus propiedades basicas,
resulta s(n) =n+1, n<s(n) y 0<n, Vv nenN. Se completa que el conjunto N es bien ordenado.

Dado un conjuto finito A, ;qué significa decir que A tiene n elementos o que A define el nimero que se
denota o representa por n 0 cuyo humeral es n? o simplemente y si no hay confusion, ¢qué es el nimero
n?.

Asi, si A es el conjunto del diagrama, ¢cuantos elementos hay?. A

Para esto, agrupando o contando de 10 en 10, resulta 4 grupos de 10
elementos cada uno y quedan 2 elementos sin agrupar; es decir, en
base 10 hay 4x10 + 2= 40 + 2 = 42 elementos.

¢Coémo se representa el cardinal de A agrupando de 5 en 5?

En el desarrollo, se consideraron la descomposicién polinomial de los ndmeros, las propiedades
asociativa y comutativa de la adicién, las propiedades distributiva de la multiplicacién respecto a la
adicién y la propiedad de neutralidad de 1 para la multipli-cacion, entre otras, dentro del proceso de
reestructuracion del conjunto N.

3. Ladivisibnen N y el algoritmo de la division:
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La division como una operacion, cuyo resultado depende de la multiplicacion, se trata también por la
sustraccion con el calculo de diferencias, que responde a la accién de dividir, repartir, agrupar una
cantidad de objetos en partes con igual cantidad de elementos, sobrando o no una cantidad de objetos
gue no es posible repartir entre todas las partes, es decir, hay 0 no un resto o residuo.

a) Al repartir 96 juguetes entre un grupo de 12 nifios, correspondiendo a cada uno la misma cantidad
de jeguetes, ¢cuantos juguetes recibira cada nifio?

Se trata de dividir o repartir 96 entre 12, y se obtiene el cociente denotado por q y cumple 12 x q =
96. De la multiplicacion se sabe que 12 x 8 =96 y se tiene 96 +12=8 0 % =8, que responde a
la accion de entregar a cada nifio g = 8 juguetes.

Otra forma de repartir, mas empirica y natural, es entregar a cada uno un juguete, quedando 96 —
12 = 84 para repetir el proceso, quedando 84 — 12 = 72 para otra vuelta, y se continlia: 72 —12 =
60, 60-12=48, 48-12=36, 36-12=24, 24-12=12 y 12 -12 =0y nada sobra. De
esto, en 8 vueltas o en 8 diferencias se termina la reparticion, por lo que a cada nifio le corresponde
8 juguetes: 96+12 = 8.

b) ¢Cbdmo expresar 60 dias calendarios en semanas?

Una semana tiene 7 dias y, de los 60 dias, al considerar la semana 1 quedan 60 — 7 = 53 dias,
considerada la semana 2 quedan 53 — 7 = 46 dias, continuando las diferen-cias 46 —7 = 39, 39 —
7=32,32-7=2525-7=18, 18-7=11, 11-7=4 y 4 —7 no existe en N. De esto, la
cantidad de diferencias efectuadas indican la cantidad de semanas que hay en 60 dias. En este caso
son 8 semanas y, como la ultima diferencia es 4, sobran 4 dias; es decir, en 60 dias hay 8 semanas
y 4 dias.

Propiedad 1: EI Algoritmo de la division en N, establece que:

Para a y b en N, con b= 0, existen Gnicos nimerosqy ren N talesque a=bxq+r,donde 0<r<
b; que también se expresa % =q+ %, donde 0 <r < b; y se dice que “q es el cociente y r es el residuo de

dividir a entre b”.
Cuando r=0,esdecir,a=bxq o % = ¢, se dice que la division es exacta.

Para esto, como b= 0, setieneb>1;y,si0<a<bentoncesa=bx0+a, q=0y r=a.

Si b<a,existet>1enNtalquebxt<ay t<a;pues,sit=1setienebx1=b<a,y siparaalgin
test>asetiene a>bxt>axbyaxb>ax1=a,esdecir,a> a, lo cual es falsa o contradictoria
como resultado de asumir que t > a. Por otro lado, como entre 0 y a hay un namero finito de estos t,
sea (el mayor detalest, estoesbhxq<a,ysear=a—bxq. Entoncesa=b xq+r,con0<r yr<b;
pues,sir>b o a—bxq=>b,resulta a>b x (q+ 1), contrario a que g es el elemento mayor que
cumplea>bxq,siendo q+1>qy a>bx(q+1). Luego,a=bxqg+r,con0<r<b.

Aplicando la propiedad, para aenNyb =2 setiene:a=2xq+r,con0<r<2;esdecir, r=0vy a
=2xg 0 r=1y a=2xq+ 1, llamandose a un nimero par o0 a un nimero impar, respectivamente,
que permite definir una particion de N es dos partes: Conjunto de los nimeros pares y conjunto de los
nameros impares de N.

4. Multiploy divisor

Dados los nimerosa y b en N, con b= 0, se tienen las expresiones equivalentes:

“b es un divisor de a”, “b divide a”, “b es un submultiplo de a”, “b es un factor de a”, “a es un
multiplo de b” o “a es divisible por b”, significan:

Existe un nimero q en N tal que cumple a = b x q; es decir, al dividir a entre b, el resultado es el
cociente g, y se denota: axh=q o %z g.
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De lo anterior:

a)

b)

c)

d)

Para a, by gen N, a:+b=q9g < a=bxq;endonde, si g=0, también g es un divisor de a
0 aesunmultiplode g;estoes, a+b=q < a+q=b < a=bxaq.

De las propiedades de 1 para la multiplicacién y de 0 para la adicion:

e ParatodobenN, se cumple bx1=1xb=b;dedonde 1esdivisordeb o besmdltiplo de
1,y para b=0, besdivisordeb o besmultiplo de b.

e ParatodobenN,secumple bx0=0xb=0;dedonde, parab=0, besdivisorde0 o Oes
mdaltiplo de b.

En N, si b = 0 es un divisor de a, existe g tal quea=hb x g, y parac =0, se cumple axc=(bxQ)
xc=hx (gxc)=(bxc)xq;esdecir, bxc esundivisorde ax c.

. , . e e ey - a axc

Lo anterior, en términos de division, se expresa: Si 5= entonces propialt ! esto es, para c= 0, se
a axc - axc 7

cumple ST O equivalentemente, —-=0gxc. ¢ Como se leen?.

En el contexto de las relaciones binarias en N, las relaciones “ser multiplo” y “ser divisor”, son
relaciones binarias inversas:

aesmultiplode b < besun factor de a, 0
a es divisible por b < b es un divisor de a.
Ademas, dichas relaciones definen una relacion de orden en N, pues son:
o Reflexivas: V benN, besmiltiplode b o bes divisor de b, parab = 0.
o Anti simétricas: Paraay b en N, si a es maltiplo de b y b es multiplo de a, entonces a=b.

e Transitivas: Paraa, by cenNN,siaesmultiplodeb y besmdltiplo de ¢, entonces aes maltiplo

de c.
e) Para aybenN-{0},si “besundivisor de a”, entonces se cumple 0 <b <a.
Para esto: b es un divisor de a < Existe gen N tal que a=bxq;ycomo a= 0, también q=0
y g=>1. Luego,bxg=>bx1=b,dedonde a=bh o b<a.
En resumen:
e Todo nimero a# 0 en N, tiene como divisores a 1 o al mismo nimero a.
e Los divisores de a forman el “conjunto de los divisores de a”, que se denota D(a) y se tiene
D(@)={b / beN,b+0, besdivisordea y 0<b<a} # &, novacio. Ademas, 1 € D(a) y
a € D(a).
e D(a)c{l,2,3,....,a-1 a} y esun conjunto finito; es decir, a tiene un nimero finito de
divisores.
e Todo ndmero a # 0 en N, tiene como multiplos a 0 y al mismo niimero a.
e Los multiplos de a forman el “conjunto de los multiplos de a”, se denota por M(a) y se tiene
M(a) = {ac / c e N} = yesun con junto infinito; es decir, a = 0 tiene infinidad de multiplos.
Ademas, 0 e M(a) y a € M(a).
e En particular, paraa > 1, si D(a) = {1, a}, se dice que a es un nimero primo; y, en otro caso,
se dice que a es un numero compuesto.
5. Maximo comun divisor y minimo comun multiplo:

Para aybenN - {0}, ;Quéesel MCD deayb?y ;Quéesel MCM de ay b?
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e Sean D(a) y D(b) los conjuntos divisores de a y de b, que son conjuntos finitos.

Se tiene D(a) n D(b) = D(a, b), el conjunto de divisores comunes de a y b, es un conjunto finito,
pues D(a, b) = D(a), y D(a, b) = D(b).

Luego, sea d el mayor o maximo de los elementos de D(a , b), Ilamado el M&ximo Comun Divisor
deayb;ysedenota d=MCD(a, b).

e Sean M(a) y M(b) los conjuntos multiplos de a y de b, que son conjuntos infinitos.
Se tiene M(a) » M(b) = M(a, b), el conjunto de los multiplos comunes de a 'y b, es un conjunto infinito.

Luego, sea m = 0 el menor de los elementos de M(a , b), llamado el MCM de a 'y b; y se denota m =
MCM(a, b).

Por ejemplo: Para 6 y 8, D(6) =1{1,2,3,6}, D(B8)={124,8} y D(8,6)={1, 2}, dedonde
MCD(8, 6) = 2.

También, M(6) = {0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, ...},
M(8) = {0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, ...} y
M(8, 6) = {0, 24, 48, 72, ...}, de donde MCM(6 , 8) = 24.
En el contexto anterior, si MCD(a ,b) = 1, se dice que a y b son primos relativos o son primos entre si.

6. Aplicaciones del algoritmo de la division:
6.1. Escritura de niUmeros naturales en base b > 1.

Cuando un conjunto A tiene 39 elementos, donde 39 =30 + 9 =3x10 + 9 en el sistema decimal, significa
que al agrupar dichos elementos de 10 en 10, hay 3 subconjuntos de 10 elementos cada uno y quedan 9
elementos; es decir, hay 3 decenas y 9 unidades.

¢COmo se representa la cantidad de elementos de A, si la agrupacién se hace de 5en50de 2 en 2 o de
16 en 167; es decir, ¢en sistemas de numeracion de bases 5, 2 'y 16?

En general, para la base b > 1, a cada elemento de un comjumto A se llama unidad simple, a un grupo
de b elementos o unidades simples se llama unidad de primer orden, a un grupo de b unidades de primer
orden se llama unidad de segundo orden, a un grupo de b unidades de segundo orden se llama unidad
de tercer orden etc.

Segun esto, en A con 39 elementos en base 10, para b = 5, se forman 7 unidades de primer orden, y
guedan 4 unidades simples; luego, con las unidades de primer orden se forman una unidad de segundo
orden y quedan 2 unidaes de primer orden: La cantidad de elementos de A es 124, en base 5.

Para la base 2, los elementos de A agrupando de 2 en 2, finalmente se tiene: 100111. ;Qué propiedad
sustenta estos procesos?.

Propiedad 2: Paraay b en N, con b > 1, existen Gnicos a, a,, a,, ..., a,_1, a, enN, tales que 0 < a;
<b,Vi=1,2,...,n a, >0y a=a,b™+a,_1b™ 1+ ... +a,b? +ab* + ayh® = a,b™ + a,_, b !
+ ...+ ayb? + a;b + ay, es la representacion polinomial de a en la base b, y se escribe a =
a,a,_4....0,a1a4, donde a, es la cifra de unidad simple, a, es la cifra de unidad de primer orden, a,
es la cifra de unidad de segundo orden, ..., a, es la cifra de unidad de orden n, en la base b.

En efecto; Paraay b en N, con b > 1, por el algoritmo de la division, existen Unicos q, Yy ay en N, que
cumple a=qgyb + ay, con 0 <aq <b.
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Como goe N, sigqy=0setienea=ay; si qo=0 0 sea q, >0, paraqgy y b, por el algoritmo de la
division, existen nicos q; y a; en N, que cumplen gy = q;b+a;,con0<ay<b, 0<qg;<qy y a=

(q1b + ap)b+ ag = q;b* + a;b + ay.

Sig, =0setieneqy = a; Y a=a,b +ay=ayay; enotrocaso, q; #0 0 sea q, >0, paraq, y b, por
algoritmo de la division, existen q, y a, en N, tal que q; = q;b +a,,con 0<a, <b, 0<q, <qq <

qo Y a=(qzb+ay)b?*+ ag = q,b* + ayb? + a1b + ay.

Si g, =0 setieneq, =a, y a=a,b?+a,b +ay=aya,a,;ysiq,#0 0 seaq, >0, parag,yb, por
algoritmo de la division, existen g3 y as en N, tales que g, = qzb+az, con0<az <b, 0<g3<qg; <

41 <qo Y a=(qsb+az)b*+ ab? +asb +a,
= q3b* + azh® + a,b? + a;b + a,.

Continuando el proceso, si g,_; #0 osea q,—; >0, para q,—; Yy b, por algoritmo de la division,
existen anicos q, y a, en N, tales que q,_1 =qub+a,,con 0<a, <b, 0<q, <qp_1<...<@qy <

q1 < qo y a= qn_lbn + an_lbn_l + ...+ azbz + alb + agp.

Entre 0y g, hay un numero finito de elementos q; y resultaque g, =0, gn_1 =a,_1 Y a=a,b™ +

An_b™ 1+ ... +ayb?+ab+ay=a,a,_;...a,a,a,.

Asi, para a = 39, en base 10, se tiene a =39 = 3x10 + 9; en base 5, se tiene a =124 = 1x52 + 2x5! +
4 = 1x52 + 2x5 + 4; en base 2, a=100111 = 1x25 + 0x2* + 0x23 + 1x22 + 1x21 + 1; y en bases 16,
a=27=2x16 +7, etc.

6.2. Calculo del MCD y MCM de dos nimeros:

Sean a 'y b dos nimeros en N, con 0 < b < a. Se trata de hallar el MCD(a ,b) usando el algoritmo de la
division en N:
1) Para0 <b<aenN, por el algoritmo de la division, existen Gnicos nimeros gy r en N tal que a =b

xq+r,con0<r<bh.

Sir =0, entonces a =b x ¢; es decir, b es un divisor de a. Luego, si d es un divisor de b, también d
es un divisor de a (propiedad transitiva de la relacion .. es divisor de ). De esto, D(b) < D(a), D(b)

N D(a) =D(b) y el mayor elemento en D(b) es b. Por tanto, MCD(a , b) = b.

Si 0 <r < b, aplicando el algoritmo de la divisibna b y r, existen Unicos q; y r; en N tal que b

=rxqq+r,con 0<r<r.

Propiedad 3: El conjunto de divisores comunes de b y r es igual al conjunto de divisores comunes
de ay b; es decir, D(b, r) = D(a, b).
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2)

En efecto, si d € D(b, r), entonces existenty renNtalesque b=dxt y r=dxs. Como a=b x
g+r setiene a=(dxt)xq+(dxs)=dx(txqg+s)=dxh, para h=txqg+senN; esdecir,

d esundivisorde a y d € D(a, b).
Luego, D(b,r) = D(a, b).

Reciprocamente, si d € D(a, b), existenuyvenNtalesque a=dxuy b=dxv.Como a=bx
g+r setienedxu=(dxVv)xq+r;dedonde r=dxu—(dxVv)xg=dx(UuU-vxq)=dxKk, para

k=u-vxq enN;esdecir, d esundivisorde r y d € D(b, r). Luego, D(a, b) = D(b, r).
Por tanto, D(b, r) = D(a, b); y resulta: MCD(b , r) = MCD(a, b).
En laexpresion b=rx g, +r;,con 0<r; <r<b;

Si r; =0, entonces b=rx g4, resundivisordeb y D(b, r) = D(r). Por lo tanto, se tiecne MCD(b
,N)=MCD(a,b)=r.

Si 0 <r; <r <b, aplicando el algoritmo de la divisiéna r y r;, existeng, y r, enNtalque r=r;
X gy, +1,, con 0<r, <r <r<h. Luego, D(r,r;) =D(a,b), por la propiedad dada, y MCD(r, r;)
= MCD(a, b).

Si r, =0, entonces r =1, x q,; es decir, r; esundivisorde r, D(r,r;) =D(r;) v, setiene MCD(r
,71) =MCD(b, r) =MCD(a, b) =r,.

Si 0<r, <r; <r<b,aplicando el algoritmo de la division a r; y r,, existen gz y 73 en N tal que
=1y, xqz+rs, con 0<r;<r,<r; <r<bhb. Luego, D(r; , ;) = D(a, b), por la propiedad dada,
y MCD(r; , ;) = MCD(a, b).

Si r3 =0, entonces r; =1, x q3; €s decir, r, esun divisor de ry, D(r; , ;) = D(ry) v, se tiene
MCD(ry , ;) = MCD(r, r;) = MCD(b, r) = MCD(a, b) = r,.

Si 0<ry<r, <r; <r<b,seaplica el algoritmo de la divisiona r, y ;.
Continuando los procesos anteriores:

Se tiene 1,,_, enNtalque 0<r,_, <...<r, <r <r<b;ydel algoritmo de la division para r,,_3
y Th-2, existen dn-1 y Th-1 en N tal que 13 =Th—2X(qn-1 + Th—1» con 0< Th-1 < Th—2 <...< Iy

<r; <r<bh. Luego, D(r,_3 , m—2) = D(a, b).

Si 7r,_, =0, entonces 1;,_3 = _2X qn_1; €S decir, r,., es un divisor de r,_3, D(ry_y, T—3) =
D(r,—2) Y MCD(ry,—2, 1,—3) = MCD(b, r) = MCD(a, b) =r.5.

Si 0<1,_q1<Tp_y<..<1ry,<r <r<b, delalgoritmo de la division para r,_, y 1,_4, existen
Qn Y menNtalque 1,_5 =1 1X qn + 1, CON 0<1, <1p,_; <... <71, <1y <r<b. Luego, D(r;,_,

’ rn—l) = D(a ’ b)
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Como entre 0 y b hay una cantidad finita de nimeros c en NN tal que 0 < ¢ < b, los procesos
anteriores termina al aplicar el algoritmo de la divisiébn a r,_; y 1, por el cual existen ¢,.; Y
Tpneq ENNtal que 7,1 =7 X @ua1 + Tny1, CON 0=1p 44 <13, <1y_q <... <1y <1y <T <Db; de donde

Tpo1 =Ty X Qny1 Y Ty €S UNdivisor de r,,_;. Luego, D(ry,_1 , 1) = D(ry) Y MCD(ry,_1 , 13,) = 13,.
Por tanto, MCD(ry,—1 , 1,) = MCD(13,—2 , Th—1) = .... = MCD(b , 1)
=MCD(a,b)="n.

En los procesos realizados, de r,_, = 1r,_1xq, + 1, y Se tiene 1, = 1,,_» — —1 X qn; Y €n el paso
anterior setiene 7,_3 =1, 32X qp_1t Tp_1 O Typ_1=Tn_3 — Tm—2X qn_1, que al remplazar en r, se tiene
Th=Th-2— (Tn—3 — Tp—2X% Qn—l) X {n

= Tn-2X(1 + qn-1Xqn) — Tn—3%qn.
En otro paso anterior, 7,_4 =Ty_3X qn_2t T2 O Ty_o=Tn_4 — m—3X qn—2, que al remplazar en r,,
resulta 7, = (T—s = T—3% Gn2)x(1 + qn_1%qn) = T_3% qn

= (1 + qn_lan)xrn_4 - (Qn—z + An—2%Xqn-1%qn + qn)xrn—3-

Llegando a los primeros pasos, se tienen b=rxq; +1r; 0 1, =rxq; —b y a=bxq+r o r=bxq-a,
que al remplazarlos en r;,, resulta: 7, = pxa—qgxb, para p y q en N. Pero r,, = MCD(a, b) y denotando

por d=MCD(a, b), setiene d =pxa—qxb,para p y g enN.
Para hallar el MCM(a , b), conociendo o hallando el MCD(a, b), se tiene la siguiente:
Propiedad 4: Paraa= 0y b= 0 en N, MCD(a, b) x MCM(a, b) =a x b.

En efecto, sean d = MCD(a, b) y m=MCM(a, b), entonces d es un divisor de a, de b y de axh,y
se tienen a = dxk, b =dxh y axb = (dxk)x(dxh) = dx(kxdxh), para ky h en N; de esto kxdxh =
(kxd)xh = axh y kxdxh = kx(dxh) = kxb, es decir, kxdxh es multiplo comin de a 'y de b. Siendo m el
menor multiplo comin de a 'y de b, se tiene kxdxh es mdltiplo de m o kxdxh = txm, paraten N, y

axb = dx(kxdxh) = dx( txm) = (dxm)xt. De esto, dxm es un divisor de axb.

Por otro lado, siendo d = MCD(a, b), se tiene d = pxa —gxb, parapyqgen N,y m=MCM(a, b), se

tiene m =axu =bxv, parauyvenN.

Luego, se tiene dxm = (pxa — gxb)xm = pxaxm — gqxbxm = pxax(bxv) — gxbx(axu) = (axb)x(pxv) —

(axb)x(qxu) = (axb)x(pxv - gxu),
De lo anterior, axb es un divisor de dxm.

Por lo tanto, por la propiedad anti simétrica de la relacion “... es divisor de ...”, se tiene

axb =dxm = MCD(a, b) x MCM(a, b).
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De esta propiedad, conocidos o calculados MCD(a, b) y ax b, se halla MCM(a, b).
Ademas, si b esundivisor de a, entonces MCD(a,b)=b y MCM(a, b) =a.
Por ejemplo, hallar: i) MCD(24 , 18) y ii) MCD(825, 315).

i) Para T=MCD(24, 16),setiene: 24=18x1+6 y 18=6x3+0.Luego, T=6 yT=6=1x24
-1 x18.

i) ParaU=MCD(825, 315), se tiene 825=315x 2+ 195, 315=195x 1+ 120, 195=120x 1 + 75,
120=75x1+45, 120=45%x2+30, 45=30x1+15y 30=15x2+0. Luego, U =15.

Ademas, hallar p y q en N tal que U =15 = px 825 — q x 315.
6.3. Expresion decimal de un namero fraccionario:

En las fracciones o numeros racionales, hay que diferenciar las fracciones decimales, cuyos

27 56

. . 3
denominadores son 10 o potencias de 10, tales como o' 100 1ooo G Que se representan por

expresiones decimales 0,3, 0,27, 0,056, etc. y se leen “3 décimos”, “27 centésimos”, “56 milésimos”,

etc.

Dada una fraccién o namero racional %, conaybenNyb>0, por el algoritmo de la division, existen

qyrenN tal que %=q+%, con 0<r<b.Si r=0, %zqu;ysi 0 < r < b, entonces O<%<1 y

1 10X 10X 10X
T==x=L donde0<— .

b 10 b’ b

<10 vy, del algoritmo de la division aaplicado a % se tiene =q;

10Xry
b

+

,con0<r;<by 0<q, <10.

1 (n . _ a_ r_
RX(?)’ donde, si r; =0, =aty=q+

1 L& a1
=g+—(q; +2)=q+-++
g+ @+ )=a+;

;’—(1) =q+0,q; =q,q; es laexpresion decimal de % y se lee “q enterosy g; décimos” o q es la parte

enteray q es la parte decimal o cifra de las décimas de % .

10x7y
b

Si 0 <7, <b, por el algoritmo de la division, = g+ %2 ,con0<r,<b, 0<q,<10y % =q+ % +

1 rp q1 q> 1 (Tz)
—x(g, +2) =g+ L+ 2+ —x(2).
100 (2 b) 9% 10 " 700 T 100" \p

Si r, =0, entonces =q+ 1+ =q+0,q; +0,0q; =, 419, expresion decimal de =, siendo g

10 100

su parte entera y q;q, Su parte decimal, con q; la cifra de las décimas y

q. la cifra de las centésimas, y se lee““q enteros y q;q, centésimos”.

10x7,
b

qz 1 ( 10XT2) _ 91 , 92 1 ( Ts)
L2y~ (2 )=+l f2 g - (g, + B
100 1000 b q 10 100 1000 q3 b

Si0<r, <h, por el algoritmo de la division =qs+=,c0n0<rz<b, 0<q3<10y ;=q+It+
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1
=g+ 14 92 L 93 — X (13)_
10 100 1000 1000 b

a1 + qz + q3
10 100 1000

Si rg =0, entonces % =q+ =q + 0,q,+0,0g,+ 0,00g35= q, 919293, €s la expresion
decimal de %, siendo g su parte entera y q;q,qs Su parte decimal, con q, la cifra de las décimas, q,

la cifra de las centésimas y q; la cifra de las milésimas,y se lee“q enteros y q;q,qs milésimos”.

10x7r3  10X7,

Si 0 <rj <b, se repite el proceso anterior con — 0 —, o ey la expresion decimal de % es %z g,

41929394 ----- , una expresion periodica.

Por ejemplo, se tiene:

17 _ 2 _ 20\ _ 1 _ 4 _ _ .
T=3+223+1x (D) =3+ x(4)=3+2=3+04=34;

sl-

13 _ 13 _ 1 (130 _ 1 4\ _ 7,1 (2)_ 7 1 (20
2=0+ 2 =0+ ox() =0+ 5ox(7+ £) =0+ L (3) =0+ S+ o ()
_ 7 1 2\ _ 7 2 1 (2)\_ 7 2 1 (20
20+ Lo (24 2) =0+ Lr o1 (B) =0+ L+ o s (B)

=0+l+i+L(2+ Z)=o+0,7+0,02+o,002+ o =0,72222.
10 100 1000 9
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